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PRÉFACE. 



Vue des choses qoi m'oDt te plus frappé dans Tétude 
de la Mécanique, c'est le manque de liaison entre ses 
diverses parties. Les théories y paraissent conçues iso- 
lément, sans préoccupation de leur solidarité; elles se 
succèdent, mais elles ne s'encbatnent pas. 

Si bien qu'arrivé au terme de l'exposition, on n'em- 
brasse pas rhorizon philosophique de la science : on 
ne voit pas au juste en quoi elle consiste, où elle com- 
mence et où elle finit. 

Une autre chose qui m'a frappé aussi, c'est qu'on n'y 
distingue jamais nettement la partie rationnelle d'avec 
la partie expérimentale, le nécessaire d'avec le contin- 
gent. On s'appuie tantôt sur l'observation, tantôt sur 
l'Analyse ou la Géométrie, mais on nindique pas d'une 
manière générale ce qui revient légitimement à cha- 
cune d'elles. Cependant l'esprit est intéressé à le coq- 
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naître, puisque c'est de ce partage que chaque scieuce 
reçoit sou caractère véritable. 

J'avoue sans difficulté que j'ai ignoré longtemps si 
ta Mécanique appartenait aux mathématiques pures ou 
à la physique. Je ne savais pas davantage le motif de 
sa division en Mécanique rationuelle et en Mécanique 
appliquée; et tout ce que je comprenais, c'est qu'il y 
avait dans la seconde plus d'hypothèses et d'obscurités 
que dans la première, réprouvais les mêmes hésita- 
tions dans les détails, et je n'étais pas suffisamment 
pénétré de l'esprit des méthodes qui conduisaient à la 
solution des divers problèmes. Il n'est pas jusqu'au cas 
si simple et si fréquent des machines, pour lequel je ne 
me rendais pas compte de t'ex-clusif emploi de l'équa- 
tion des forces vives : méconnaissant ainsi le caractère 
générique de ces appareils, de constituer des systèmes 
à liaisons complètes, où, par conséquent, une seule 
équation doit sunirc à déterminer toutes les circons- 
tances du mouvement. 

Je serais biea trompé si beaucoup de personnes 
u'oDt pas fait souvent les mêmes réQexions, et si elles 
n'ont pas puisé dans cette sorte de mécontentement 
philosophique une antipathie qui les a empêchées de 
revenir sur celte partie des études de leur jeunesse. 
Car, il faut bien l'avouer, si la Mécanique est une des 
sciences dont les applications sont le plus répandues, 
c'est en même temps une de celles dont l'ensemble dog- 
matique est le moins connu et recherché. Sauf les astro- 
nomes de profession et quelques mathématiciens, il y a 
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fort peu de ^wnenoes qui s'en occupent théoriquement. 

C'est aux défauts que je signalais plus haut que doit 
être surtout attribué le délaissement dontelle est l'objet. 

Les ouvrages spéciaux publiés sur la matière ne sont 
pas toujours faits pour ramener les sympathies. Leurs 
auteurs y oublient trop souvent que les esprits aux- 
quels ils s'adressent n*onl pas comme exa. cette pleine 
possession de la science, qui dispense d'en expliquer 
l'enchainemeot et d'en dessiner les contours. 

Le seul livre peut-être qui échappe à ces reproches 
est le Traité de Mécanique ratimtielie de M. Delaunay, 
publié récemment. C'est inconleslahlement, à notre 
avis, le meilleur travail qui ait paru en oe genre : tra- 
vail bien propre è décourager une tentative nolivelle, 
et qui nous eût arrêté, en effet, si nous n'avions eu la 
pensée de présenter h un autre point de vue certaines 
parties de notre sujet. Telles sont les définitions et les 
lois fondamentales, les propositions préliminaires, la 
loi spéciale des fluides, et, d'une manière générale, la 
dépendance à établir entre la Dynamique et la Statique. 

On s'étonnera sans doute que nous n'exceptions pas 
de cette critique la Mécanique analytique de l'immortel 
Lagrange. Loin de nous la pensée de porter un juge- 
ment irrévérencieux sur celte œuvre de génie, qui est 
peul-èlre dans les annales humaines la plus haute ex- 
pression de l'esprit scientifique. Mais Lagrange était 
un trop grand mathémaMcien pour faire un livre d'en- 
seignement. Cet homme étonnant, qui créait le Calcul 
des variations pour résoudre un problème, ne pouvait 
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se préoccuper convenablement des besoins d'une înlel- 
Ugence ordinaire. C'esl pour les maîtres de la science. 
et non pour les disciples, que sont faits de pareils tra- 
vaux. 

Le Traité de Poisson, irréprochable pour la clarté et 
la profondeur de chaque théorie prise isolément, man- 
que d'unité et de philosophie. Les divisions naturelles 
n'y sont pas indiquées : en outre, on y rencontre une 
abondance de calculs qui éloigne souvent le lecteur. 

Quant à la Mécanique philosophique de Prony, elle se 
réduit à des classifications de formules, présentées 
avec beaucoup de symétrie, mais qui n'éclairent nulle- 
ment la partie concrète du sujet. 

M. Poinsotapubliéun adnjirable traité sur la rotation 
des corps solides, ainsi que des mémoires, de l'ordre le 
plus élevé, réunis à la fin de sa Statique. Chaque ques> 
lion abordée par ce géomètre est portée à un degré 
de clarté et de perfection qu'on ne saurait dépasser : 
malheureusement pour la science, ce n'est pas la 
science tout entière qu'il lui a plu d'exposer. 

Nous ne parlons pas de tous ces ouvrages dits élé- 
mentaires qui, pour plus de simplicité, ont rejeté t'Ana- 
lyse infinitésimale, et qui, à force de vouloir se mettre 
à la portée de tout le monde, ont fini par n'être plus à 
ta portée de personne. On y aboutit à des théories 
U-onquées, à des démonstrations sans rigueur et h des 
conceptions qui n'ont quelque solidité qu'à la condition 
de faire des emprunts plus ou moins déguisés à l'Ana- 
lyse même dont on a prétendu se passer. 
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C'est entre ces divers écuells que nous avons essayé 
de nous maintenir. 

Nous avons admis franchement le haut calcul , parce 
que sans lui il n'j a pas de Mécanique possible; mais 
nous en avons fait tout josle assez pour donner corps 
à nos démonstrations. Aotant qn'il nous a été permis, 
nous avons fait appel à la Géométrie, parce qu'elle a 
sur l'Algèbre l'avantage de peindre ce que celle-ci ex- 
prime. Nous avons mis à part, dans des chapitres suf- 
fisamment éloignés, les questions pu-liculiéres, pour 
éviter le double inconvénient de retarder Texposilion 
générale, et d'en compliquer l'aspect par des calculs 
qui presque jamais ne sont nécessaires à cette exposi- 
tion elle-même; en sorte que l'ensemble de la science 
peut ê^e suivi sans antre secours que les notions fon- 
damentales do Calcul différentiel et intégral. Les rela- 
tions analytiques, sous l'extérieur compliqué qu'elles 
offrent quelquefois, sont en réalité faciles à saisir, et 
leurs transformations se réduisent aux opérations les 
plus élémentaires de l'Algèbre. 

Nous avons tenu surtout à débuter par des définitions 
prteises, discutées avec soin. Ces mots de temps, de 
vitesse, de force, de masse, d'inertie, de travail, de force 
vive et plusieurs antres qui se présentent perpétuelle- 
ment dans le langage mécanique, méritent une at- 
tention toute particulière; cm nous croyons qu'une 
bonne définition est souvent la moitié d'une démons- 
tration. 

Préoccupé des réflexions profondes de M. AugURle 
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Comte, et de cette vérité capitale, que « ce qui fait la 
« réalité de la MécaDÏqUe rationnelle, c'est précisémeot 
« d'être fondée sur quelques fûts géoëraux, immëdia- 
(' tement fournis par l'observation et n'étant suscepti- 
u blés d'aucune explication quelconque', » nous nous 
sommes attaché à présenter distinctement, et sans 
quil pût subsister le moindre doute sur leur vrai ca- 
ractère, les grandes lois expérimentales qui gouver- 
nent le monde extérieur au point de vue du mouve- 
ment. C'est, avec les définitions, l'objet des premiers 
chapitres de notre ouvrage. Nous osons espérer que la 
lecture n'en sera pas tout à fait sans utilité pour éclair- 
cir les idées vagues qui peuvent exister dans quelques 



Llnnovation la plus saillante que nous ayons fûte 
est relative aux vitesses virtuàks et au théorème detfA- 
lembert, et, par suite, à la dépendance réciproque de ta 
Statique et de la Dynamique. On croit assez générale- 
ment que te principe des vitesses virtuelles est indis- 
pensable h la Mécanique, et que celle-ci ne peut être 
édifiée qu'en l'appuyant sur la Statique. C'est une dou- 
ble erreur, que nous nous sommes efforcé de manifes- 
ter en nous passant de ce fameux principe, et en trai- 
tant toujours l'équilibre comme un cas particulier du 
mouvement, d'où il dérive sans difficulté. Les vitesses 
virtuelles ne restent donc plus que comme un procédé 



■ Court de pMlMopAie positivt. Urne i, paga 37 < . 
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différent pour retrouver les résultats dé'ià fournis par 
d'autres méthodes, et le théorème de d'Alembert comme 
une application de celte proposition plus générale 
consistant en ce que deux groupes quelconques de 
forces, équivalents sur un même système, pris en sens 
contraires, se font équilibre, et réciproquemenl. Ce qui 
nous a déterminé à agir ainsi, c'est te caractère philo- 
sophique peu satisfaisant des vitesses virtuelles. Mal - 
gré tout le parti que llllustre Lagrange en a su tirer 
pour ramener la science entière à un pnncipe unique, 
on ne peut s'empêcher de reconnaître que cette con- 
ception est absolument artificielle, et n'offre à l'esprit 
rien de réel ni de sùsissable. Par ce procédé, les ques- 
tions se trouvent résolues, mais en empruntant des in- 
termédiaires qui ne sont pas tirés du fond même du 
sujet. 

Dans sa théorie nouvelle de la rotation des corps so- 
lides, M. Poinsot présente, à ce propos, des réflexions 
dignes de servir d'enseigneoieot aux géomètres futurs : 
'< Ne faut-il pas, dit ce savant' , bien connattre à la fois 
« et la Mécanique et les artifices de l'Analyse pour tirer 
« de la seule formule générale des vitesses virtuelles, je 
M ne dis pas quelque nouveau théorème ( ce dont je ne 
«vois guère d'exemples), mais seulement les propo- 
« sitioDB particulières qui nous sont déjà le mieux con- 
te nnesT La traductioD n'estr^lle pas souvent plus diffi- 
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« cile que le tex.te lui-même, je veux dire que b ooui- 

« dëration immédiate des cbosesqu'oD veut étudier ? 

« Rien ne qous dispense d'étudier les choses eo etles- 
« mêmes, et de oous bien reodre compte des idées qui 
« font l'objet de nos spéculations. » 

A ce témoignage si déciaif noua pouvons joindre 
l'opinion d'un de nos plus grands géomètres, ée M. Bé- 
langer, dont le Cours de Mècamqut est une des pre- 
mières et des plus heureuses tentaUves fûtes i o« 
point de vue. 

Une autre innovation coccerne ces systèmes miti- 
riels que nous avons nommés àynanùques. Nous n'tlià- 
GhoBs aucune importance, comme difficulté stnenki- 
fique, à leur théorie générale, qui est éminemment 
sÎDiple ; mais le fait même d'en introduire expressé- 
ment ta considération, et de les faire marcher de pair 
avec les systèmes ordinaires ou géométriques, semblera 
peutêtre une utile exten^oQ du point de vue méca- 
nique. 11 nous a paru qu'on ne pouvait légitimement 
en confondre l'étude avec celle des points matériels 
isolés. Car, bien que leurs forces de liaisons soient en 
définitive du même ordre que les forces ejitéiieures ou 
motrices qui sollicitent un point unique, il n'en cet 
pas moins vrû qu'elles offrent un caractère distiuctif, 
digne d^une mention particulière, et qui consiste dans 
leur eoBStante réciprocité d'action. D'où il suit qu'elles 
donnent lieu à des conséquences remarquables, qui 
naturellement ne conviennent point aux autres forces. 
L'instinct du Iwgage, plus fort d'ailleurs an mU que 
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toules les théories analytiques, a |>révalu pour coru- 
erer ce nom de système aux ensembles nulériels doit 
Doua parlons; et, pour n'en eiter qu'un exenple, qui 
refuserùt cette déooœinatioQ au système planétaire 
lui-même? Sans doute, les résultats que nous préseo- 
toDS à leur sujet Mit depuis longtemps été formulés ai 
ne sont ignorés d'aucun géomètre; mais il y avait paul- 
ètre quelque avantage à les oocrdcumer et à les grou- 
per systématiquement. 

Notre respect pour de grands Bons n'a pu bous dé- 
cider h adopter ce qu'il y avait de trop exeluaif dans 
certaines théories. Malgré toute l'autorité ëe M. Pois- 
sot, nous n'avons coBservé sa création des Couples 
qu'aocessoireraettt et comme un remarquable moiyM 
d'éliKider la Méeauiqae des CMp» ac^ides. Hais celi»«i 
D'est, à notre «vis, qu'un cas partievUer, quoique des 
plus importants, de la science ; aussi avuis-Dous jugé 
iodiapensable de présenter d'abord l'étude de l'ensem- 
ble, sans la compliquer d'une eoncepUon qui ne doit 
rester dans l'enseignement que comme la plus ingé- 
nieuse iuterprétation fournie à l'Analyse par la Géomé- 
trie de ce siècle. Le râle des couples n'est biui ccmpris 
qu'après la théorie générale du mouvemeut. Faute de 
cette préparation, l'esprit hésite à accepter ua élèmml 
BQuveau, doQt il ne saisit pas tout de suite la vérit^c 
desUnatioB. 

Ainsi que nous l'avons déjà dit, nous étions depuis 
longtemps frappé de la séparaUon tradiliouD^Ue établie 
entre la Mécanique théorique et la MécaBiqua afipli- 
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quée. Les ouvrages publiés sur ces deux branches de 
la science émaaenl rarement du même auteur ; en sorte 
que l'on a peine à discerner la liaison naturelle entre 
la première et ta seconde. C'est ce qui nous a déterminé 
à les renfermer toutes deux dans* une même exposi- 
tion', afin de pouvoir insister plus librement sur leurs 
points de contact et sur leurs divergences; alin, sur- 
tout, de montrer, dans chaque question particulière de 
Mécanique appliquée, par quel côté la solution devra 
être rigoureuse et par quel autre elle ne le sera pas. 
IVulleors ces deux ordres de connaissances n'ont-ilît 
pas une souche commune, qui est l'observation des 
lois fondamentales de la nature, ainsi que les pre- 
mières notions de force, de masse, de vitesse? Pour- 
quoi donc séparer ce que lalogique des choses réunit, 
et scinder un enseignement que tout concourt à rendre- 
un et homogène ? 

Noua ne dirons rien sur le plan et les divisions de ce 
travail, qui se trouvent exposés dans le troisième cha- 
pitre. Nous nous bornerons à quelques remarques de 
détail. 

Nous avons lâché de rendre ce livre aussi complet 
que possible. Nous y avons fait entrer divers théorèmes 
généraux qui ne figurent pas dans tous les traités, 
malgré la lumière qu'ils jettent sur l'ensemble de la 
science. De ce nombre sont les théorèmes sur les mr- 



* La lUiwmqiu appliquée, taisant ainleit h Utccmiqw. ralionnelU, 
paratira plue tard. (Note de l'aiitetir.) 
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faeet de ntMou, sur l'introduction et la suppreuion bnttqve 
des Uaiâims, ou sur les chocs et les exipUmons, sur )a «ta- 
biliti de riquilOre, sur la détermination approximalive 
des centres de gravité, des momenti ctinertie et de la force 
vive dans les sysièmes déforme variable, etc. , etc. Pour les 
chocs et les explosions nous avons fait usage des belles 
démonstrations de M. Sturm, que nous avons essayé 
d'établir aussi par des considérations géométriques di- 
rectes. La théorie du mouvement relatif, empruntée en 
grande partie à M. Coriolis, est traitée au double point 
de vue de la Géométrie et de l'Analyse. La Mécanique 
des solides a comporté de grands développements : 
il était essentiel de la rattacher logiquement i la Mé- 
canique générale, et de profiter en même temps des 
magnifiques découvertes de M. Poinsot. C'est là qu'est 
venue se placer d'une manière naturelle, comme der- 
nier éclaircissement, la conception des couples, telle 
qu'elle a été exposée dans la Statique du même auteur 
et dans les lumineux mémoires qui l'accompagnent. 
Dans l'étude des fluides, nous avons adopté le point de 
vue d*Ëuler, de préférence à celui de Lagrange. Il 
nous a semblé que l'expéiience était la véritable base 
de la célèbre loi de transmission des pressions, et que 
toute tentative de démonstration rationnelle avait pour 
résultat de faire appel à ce qui justement était en ques- 
tion. Mieux vaut, selon nous, une loi physique de plus 
qu'un manque de rigueur dans la théorie. 

Nous n'avons négligé aucune occasion de produire 
des réflexions générales, dont le but était de faire sen- 
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tir la portée ée la Mience dans les phéDomènes méca- 
niques du inonde extérieur, et d'inspirer en même 
temps ce goftl de piiHosophie sans lequel H n'y <^ PM 
4» connaissance véritable. Nous n'osons nous flaUer 
d'avoir réussi dans une tâche aussi difScite; mais 
nous espérons que, sinon le résultat, du moins la 
tenlMive sera approuvée, et que ta pensée de l'ou- 
vrage retaortim à travers les inévitables défauta de 
Texéontion. 
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MÉCANIQUE RATIONNELLE. 



L'objet d'une science ne peut être indiqué avant 
({u'oD ail convenablement éclairci les notions fonda- 
mentales dont elle fait usage. C'est donc plus tard (jue 
nous montrerons le but que la mécanique se propose 
d'atteindre et l'ordre d'idées dans lequel a lieu son dé- 
veloppement. 
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LIVRE PREMIER, 



NOTIONS FONDAMENTALES. 



CHAPITRE PUEMIEB. 



DÉFINITIONS ET AXIOMES. 



1. — HsavemcMt, «Bpaea, tesps. On dit qu'un corps 
est en moueetnmtt, lorsque sa position dans l'espace varie 
avec le temps. 

Nous faisons intervenir ici ileux notions, celle de l'eipaee 
et celle du tempt, que nous supposons déjà acquises par 
l'espril, préalablement à toute étude de la mécanique. 

Ces notions sont en effet indépendantes de cette science, 
et conçues par nous en dehors des phénomènes spéciaux du 
mouvement. 

Cela est évident pour la notion de l'espace, puisqu'elle 
sert de base à toute la géométrie. 
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Il n'eu est pas de jnème au pi-emier abord de celle du 
temps, qui n'inlcrvieut pas dans nos diverses sciences ration- 
nelles, et qui parait faire en mécanique sa première appa- 
lîtion. La vicieuse conTusion linus laquelle nous tombons 
bouvent à cet ëgni-d, et qui nous fait regarder la notion du 
temps comme subordonnée aux phénomènes mécaniques, 
tient exclusivement à la manière dont nous évaluons praïi- 
quement les durées égales. Pour ne parler que du mode 
astronomique, par exemple, il semble <iue nous faisons ime 
pétition de principes, quand nous nommons temps égaux les 
temps employés par une m*mc étoile pour repasser succes- 
sivement par le môme méridien (jour sidéral) ; car, d'un 
autre cAté, si nous demandons quel est le mouvement d'une 
étoile autour de nous, nous sommes lentes de répondre que 
c'est un mouvemenl circulaire, dans lequel chaque tour 
s'effectue au bout du même temps. Les dcnx questions se 
résoudraient ainsi l'une par l'autre. Cette inconséquence 
n'est qu'apparente, car c'est ailleui-s que dans les lois méca- 
niques que nous puisons la notion du temps et une première 
évaluation des temps égaux. En effet, la notion du temps 
est beaucoup plus générale que les phénomènes du mou- 
vement eux-mêmes. Elle se rattache à la succession 
des phénomènes de toute nature. Ainsi un corps qui 
changerait de couleur, d'éclat ou de température', la suite 
de nos propi-es opéi-ations psychologiques , nous suggé- 
i-eraient la notion du lemps aussi bien que le changement 
«le position d'un corps dans l'espace. Quant aux dui'ées 
égales, elles sont conçues par nous comme correspondant à 
l'accomplissement de phénomènes identiques. Nous pouvons 
avoir plus ou moins de dilTicultés, dans la pratique, à con- 
stater l'identité parfaite des phénomènes, et, par suite, à 
mesurer exactement des durées égales : mais la conception 
u'en a pas moins lieu par l'esprit, et cela suffit au point de 
vue philosophique. Car tout consistera ensuite à obienîi' ime 
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Hgueur de plus -en plus grande dans la mesure du temps, 
par une étude de plus en plus approfondie de toutes les cir- 
constances qui président it l'accomplissement des phéno- 
mènes qiie l'on compai-e. On aperçoit la multitiidt> de moyens, 
théoriquement possibles, qui s'offrent à nous pour l'évalua- 
lion du temps. On poiin-nii, par exemple, remplir un vase 
d'eau ù ht mémo haiileur et le laisser ensuite se vider par 
un orifice inférieur. L'expérience, renouvelée plusieurs fois 
avec de suflisantes précautions, nous peiinettrait de remanier 
comme égaux les temps employés par le vase pour se vider 
enUèremeni. C'est même de celte manière, avec des appa- 
reils construits à ce point de vue (clepsydres), que les an- 
ciens ont commencé h mesurer le temps. Les durées ainsi 
reconnues servaient de terme de compai-aison h toutes les 
autres. On sent déjà i]ue de semblables procédés ont pu, à 
leur tour, conduire à d'antres plus parfaits, empnmtés aux 
lois mécaniques, mais desquels il eût été radicalement im- 
possible de se servir, si l'on n'avait eu préalablement et en 
dehors de ces lois une première évaluation suSfisammenl 
exacte. Pour repiendrc, par exemple, le fait astronomique 
que nous citions tout à l'heure, on a pu, par plusieurs com- 
paraisons entre l'écoulement d'un vase et les passages suc- 
cessifs d'une même étoile au méridien, constater que la du- 
rée entre ces passages correspondait très-sensiblement ù 
l'écoulement de la mémo quantité d'eau, et que la constance 
du rapport était d'autant plus complète que les expériences 
étaient conduites avec plus de soin. Les très-légères anoma- 
lies qui se manifestaient encore furent mises sur le compte 
de noire propre inliabilcté, cl l'on conclut que chaque tour 
de l'étoile devait avoir lieu rigoureusement dans le même 
temps. Un eut dès lors un nouveau mode d'évaluation 
beaucoup plus exact, mais qui, nous le répétons, impli- 
quait nécessairement qu'une première mesure eût déjà eu 
)i*n. 
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11 est donc bieu entendu que la mécanique accepte comme 
idées acquises les notions d'espace et de temps. 

3. — TraJceWIre. Lorsqu'un corps se meut dans l'es- 
pace, le mouvement de ses différents points peut n'être pas 
exactement le même ; c'est ce qui arriverait notamment si le 
corps, à mesure qu'il avance, pirouettait sur lui-mtïme. Il 
est visible qu'alors le mouvement d'un point arbitrairement 
choisi varierait avec la position géométrique de ce point 
dans le corps. Ainsi, pour une sphère qui progresserait dans 
l'espace en même temps qu'elle pivoterait autour de son 
centre, le mouvement de ce centre différerait de celui d'un 
point quelconque de la surface. Le mouvement d'un corps 
peut donc être très-complexe, et sa connaissance complète 
implique celle du mouvement particulier de chacun de ses 
points. 

Quoi qu'il en soit, et chaque point ayant son mouvement 
propre, si l'on considère un quelconque d'entre eux, et 
qu'oit le suive dans l'espace, sans se préoccuper des points 
voisins, l'ensemble des positions successives qu'il occupera, 
reliées par un trait idéal, constituera une ligne géométrique 
continue. Cette ligne, qui peut d'ailleurs atTecter les formes 
les plus diverses, est la représentation graphique du mou- 
vement dn point. On la nomme frajectoire, pour indiquer 
que le point la suit dans son trajet. 

Le mouvement du point reçoit le nom correspondant à la 
nature géométrique de la trajectoire. Ainsi l'on a des moti- 
vemefUt recUlignet , eircutairet , elliptique» , parabo- 
lique» , etc. , selon que les trajectoires sont des ligues 
droites, des cercles, des ellipses, des paraboles, etc. 

S. — HouYeMcal «nlforoie, vlletiw. Si le mouve- 
ment d'un point s'effectue de telle manière que les portions 
de trajectoire parcouiues pendant des temps égaux aient 
des longueurs égales, — quelle que soit d'ailleurs hi valeur 
abtolue de ces temps, — on dit que ce mouvement est uui- 
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forme*. Oo nomme vite»$e la longueur parcourue pen- 
dant l'unité de temps, ou, ce qui revient au même, le rap- 
port constant qui existe entre une longueur parcourue quel- 
conque et le temps employé à la parcourir. Eu déùgnant par 
t la longueui' de ta portion de ligne, drcùte ou courbe, dé- 
crite au bout d'un temps quelconque, évaluée en unités de 
longueur, par / la durée de ce temps, pareillement évaluée 
en unités de temps, et par V la vitesse, la déflnition qu'oD 
viuit de donner est exprimée par la relation : 

V = *. 

V représente donc du certain nombre constant d'unités de 
longueur, qui est précisément égal au nombre parcouru 
pendant une seule unité de temps. 

Les mouvements uniformes diffèrent entre eus, indépen- 
damment de la forme géométrique de la trajectoire, par la 
valeur de leurs vitesses respectives. 

A. — HoBvcatent varié, vitesse. On nomme mouve- 
ment varié tout mouvement qui n'est pas uniforme, c'est-à- 
. dire, dans lequel le rapport 
de l'espace parcouru an 
S temps D'est pas constant. 
^ , Dans un mouvement va- 

rié, on n'a plus, comme dans le mouvement uniforme, une 
notion directe de la vitesse, et l'on n'y parvient que par la 
considération des limites, en assimilant à chaque instant le 
mouvement, quel qu'il soit, que l'on envisage, à un mou- 



' Le mouvement ne serait pas unirorme si , en prenant , par exemple, 
des duréeB mollir moindres, les longueurs parcouraes pendant ces nouvelles 
durées n'étaient pu égales entre elles, blm qu'elles le fussent pour les 
premières. Il faut, nous le répétons, que quelque petites du quelque grandes 
que soient les durées égales considérées, les longueurs parcourues coitbs- 
M BoleDi exactement ^les entre elles. 
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veniciil uniforme qui coïnciderait avec lui pendant iiufi du- 
rée inflnimeat petite. 

Soit un moavement d'un point M, s'eflcctitant suivant une 
ligne qaelconqne A S, et tel que le rappoit de l'espace par- 
couru au temps ne demeure pas constant ; de sorte que si 
l'on considère les positions M', M", M'" occupées suc- 
cessivement par le point M, au bout de durées égales, les 

longueurs M M', M' M", M" M'" ne sont pas égales 

entre elles. 

Imaginons que le point mobile M, au lieu de se mouvoir 
comme il le fait réellement, possède de M en M' nn certain 
mouvement uniforme qui l'amène en M' au bout du même . 
temps qu'il emploie dans sou mouvement réel ; que de M' eu 
M", il possède un autre mouvement uniforme qui l'amène en 
M" au bout du même temps que dans le mouvement réel ; et 
ainsi de suite pour chacun des autres intervalles. Les vitesses 
de ces mouvements uniformes successifs diiTèreul d'ailleurs 
d'une période à l'autre, puisqu'elles sont res|5ectivemenl re- 
présentées par les longueurs MM', M' M", M" M'"...., sup- 
posées inégales, divisées par les durées correspondantes, 
supposées égales. Le mouvement imaginaire, résullantde 
tous ces mouvements uniformes, diffère du mouvement réel 
en ce que les positions ne coïncident pas entre Met M', ni 
entre M' et M", ni entre M" et M", quoiqu'elles coïncident 
aux. points M, M', M", M"'... eux-mêmes. 

Les vitesses des mouvements uniformes correspondant 
aux diverses périodes successives représenteront donc les 
vitesses d'un mouvement qui n'est pas exactement le mou- 
vement l'écl. Mais ce' dernier et le mouvement imaginaire 
différeront d'autant moins que les inleivalles M M', M' M", 
M" M'". .., auront été pris plus petits : de sorte qu'à lit limite, 
c'est-à-dire si l'on prend ces intervalles infiniment petits, les 
deux mouvements se confondront rigourcuscmeni, et le rap- 
port de chaque intervalle au temps correspondant, qui n'aura 
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pas r^ssé de repiV^scnter la vitesse du mouveineiil ima{(i- 
naire eu chaque endroit, se trouvera représenter la vitesse 
d'un mouvement qui ne difftVte plus du mouvement pi-oposé : 
oe sei^ la vitesse de ce mouvement proposé lui-même. En 
continuant donc à désigner par * la longueur de la traj^<^- 
toîre A M parcourue au bout d'un temps quelconque /, 
par A* la longueur M M' d'un intervalle pris h la suite, et 
par Si le temps employé à parcourir cet intervalle, la ritette 

au point M du mouvement propost- sera la limite do 7- , 
quanliti' qui, d'après les signes adoptés dans l'analyse, est 
représentée par -j- -. donc 

Telle est la relation qui exprime la détînitiort de la vitesse 
dans le mouvement varié. Pour qiio la valeur do cette vitesse 
puisse être effectivement connue !i un moment quelconque, 
il fïiut qu'on connaisse ta Tonction analytique qui exprime à 
tout instant la longueur de l'espace parcouru d'après le 

temps employé à le parcourir. La déiivi'e ^- de celle fonc- 
tion f{t) ■■= s Tournit la valeur numérique de la vitesse. 

La définition V ^ -3- que nous venons de donner est quel- 
quefois présentée plus rapidement, en remarqnant que peiH 
dant nn temps infiniment petit ât on peut considérer le 
monvemenl comme uniforme, eiqiie, par suite, le rapport de 
l'espace parcouru influimont petit d» au temps employé à le 
parcourir dl représente la vitesse de ce mouvement. Une 
telle exposition manque, à notre avis, de netteté ; car, pen- 
dant un temps infiniment pelit, on ne se l'end pas bien 
compte de ce qui fait qu'un mouvement est uniforme, c'est- 
à-dire, suivant la définition, de ce qui fail que te rapport de 
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la lonpieur parcourue au temps peui être envisagé comme. 
(Icmeurant constant. Par conséquent, on ne voit pas non 
plus ce qnï permet d'assimiler la portion infiniment petite 
d'un mouvement, qualiBé d'unirorme, avec la portion iafini- 
ment petite d'un mouvement qui ne l'est pas. Ces concep- 
lions ne sont vraiment claires pour l'esprit que lorsqu'elles 
s'appliquent aux mouvements finis eux-mêmes, pour les- 
quels il peut y avoir comparaison effective entre les espaces 
parcourus et les temps employés à les parcourir. 

S.^La définition V^ -3- n'est autre chose que la préci- 
sion mathématique donnée à fidce instinctive que chacun 
de nous se fait de la vitesse, en dehors de toute considéra- 
tion scientifique. Car si bous voulons apprécier la vitesse 
d'un objet en marche, notre premier sentiment nous porte à 
mesurer l'espace parcouru pendant un temps assez court, et 
à prendre le rapport de cet espace à ce temps pour expres- 
sion de la vitesse. Nous concevons d'ailleurs très-bien que 
nous avons une connaissance d'autant plus exacte de cette 
vitesse que l'espace mesuré a une moindre longueur. En 
soi-te que, finalement, si nous voulons aller au fond des 
choses et voir en quoi consiste véritablement notre notion 
instinctive de la vitesse, nous reconnaissons que c'est préci- 
sément la limite théorique du rapport *^ dont nos obser- 
vations matérielles cherchent à se rapprocher de plus en 
plus. 

Remarquons en passant que, de même que la vitesse se 
déduit de la connaissance de la longueur parcourue en fonc- 
tion du temps, réciproquement, la longueur parcourue peut 
se déduire de la vitesse, si c'est cette dernière qui est direc- 
tement connue en fonction du temps. En effet, la relation 
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-.fyd, = f{,). 



D'une manière généralo, )a définilion de la vitesse établit 
enti'e cette vitesse, la longueur parcourue et le tcmpâ, une 
relation qui permet toujours de considérer une quelconque 
de ces trois quantités comme la conséquence des deun 
autres. 

Dans le mouvement uniforme, où le rapport de la lon- 
gueur parcourue au temps est constant, on a V := -, d'où 



Vêtant un quantité constante. Ce n'est là qu'un cas particu- 
lier de la formule relative au mouvement varié : car si dan« 

l'expression ' = / ydt on suppose que V est constant , il 

en résulte immédiatement « = \l. 

6. — ■■•■TCBisBt ■■IfarBiéBaeBl varié, aecélér»> 
ti«D. Lorsque le mouvement varié d'un point s'effectue 
de telle manière que les variations de vitesse, reçues pen- 
dant des temps égaux, sont égales, — quelle que soit d'ail- 
leurs tavaleur oiWuede ces temps, —on dit que ce mou- 
vement est uniformément varié. Il est dit uniformément 
aeeélêré, si ces variations de vitesse sont des accroisse- 
ments ; et uniformément relardé, si ce sont des diminu- 
tions. Dans les deux cas, on nomme accélération la varia- 
lion reçue pendant l'unité de temps, ou, ce qui revient au 
mOme, le rapport constant qui existe entre une \'ariation 
reçue quelconque et le temps employé à la déterminer. Ainsi, 
en désignant par V la vitesse acquise au bout d'un temps 
quelconque t, dans un mouvement uniformément varié, rec- 
tiligne on curviligne, et par r^ l'accélération, la définition 
qu'on vient de donner est exprimée par la relation 



ou V= ç. I 
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tf représente donc un ceriain nombre consuiit d'unités de 
longueur, qui est précisément i'ga] à- la différence qu'ont 
entre eDes deux vitesses prises ù une nniu- de temps d'in- 
tervalle. 

L'accélération est dite potitive on tiégatire, solon que le 
mouvement est accéléi-é ou relardé : en effet, cette accéléra- 
lion s'ajoute ou se retranche selon que la vilesse augmente 
ou diminue. 

7. — MoaTcm^Hl varié en général, aFcélérâlIan. 
On nomme mouvement varié eu général, ou simplemenl 
moHvemeftl Tarie, tout mouvement <[\i\ n'est pas unirormé- 
menl varie, c'est-à-dire, dans lequel le rapport de la vilesse 
acquise ru temps n'est pas constant. 

Dans un tel mouvement, on n'a plus, comme dans le mou- 
vement unirormément varie, une notion directe de l'accé- 
lérairon,et l'on n'y panient que par la considération des 
limites, en assimilant â chaque instant le mouvement, quel 
qu'il soit, ù un mouvement uniformément varié qui coïnci- 
derait avec lui pendant une durée infiniment petite. C'est 
le m(^me ordre d'idées que lorsqu'il s'agit de définir la 
vilesse dans un inouvenient qui n'est pas uniforme. C'est 
aussi la même manière de raisonner. 

On remplace le monvement réel curviligne ou rectiligne 
auquel on a affaire par une succession de mouvements uni- 
formément variés, de durées égales, et tels que chacun d'eux 
communique au point matériel, au bout de cette durée, la 
variation de vitesse qu'il reçoit précisément dans son mou- 
vement réel. Si AV est la variation de vitesse correspondante 
à l'un de ces mouvements uniformément variés et A/ le 
temps au bout duquel il la détermine, l'accéléraiion tsf de ce 

AV 
mouvement partiel se représente par -ç—. En luisant dé- 
croître indéfuiiment la valeur des durées égales, ont finit par 
avoir une succession de monremenls iiniforménieiit va- 
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ries, dont l'eascinble ne difTère plus du lûouvemËHt proposé 

lui'iii(-iiie, el par conséquent la quantité <y = lîniilv ( -rj ) , 

qui i-eprésenlA l'accélération à un moment donné de ce 
mouvement idéal, représente aussi l'accélération du mou- 
vement réel. L'accélérdtioD d'un mouvement varié quel- 
conque, rectiligue ou curviligne, a donc pour valeur 

9 = -^,d'0Ù V=j <((/(. 

Cette valeur peut se mettre sous la Tormc 

puisqu'on sait que, par défluilion, V ^ -y-. 

Les rcDexious présentées à la un du n" h et au ri° 5 pour- 
raient êlrc reproduites ici tcxtuellument. Nous croyons 
'inutile d'y revenir. Nous nous bornerons à Taire remairiuor 

quu, comme pour la vitesse, la définition -^ = -tj- n'est que 

la précision malbématii|ue de l'idée instinctive que nous 
nous faisons de l'accéléi-ation dans un mouvement quel- 
conque *. 



' Beaucoup ilu géoiiu'tref tléllnbsent autrement l'accéléra lion. Il cïl 
wttKi dtlllcile (l'en renilr<! compte dëi ce iitoment. Disons, toutrroia , qu'un 
démontrera pluï tard que toute \\leiae peut être considérée comme pruve- 
nini de la romUnaiJon de deux autres ftifsanlentreelteauD angle quelconque. 
Dana i^ iHouvenenl curviligne, on peut donc regarder la tite^w à un 
certain instant comme provenant de la eonibInulMn de la vitesse à l'inatant 
précédent aveu une autre vitesse de granleur et de direcUun <-onvenai>les. 
C'est cette dernière qu'on nomme acciUration. Saiu Iniiiitter davantage ïur 
ce point, qui ne saurait élre éclalrei qu'en anticipant sur la liulte de ce tia- 
vail, on volt néatamoin^ que celte déllniliun diiTèrc de la nôtre, et enlève a 
Vaccélératitm mn caraclerc d'être une simple varlalioii numéri'iue de vlle^^c 
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8. — tlMlléa de Uagnear cl de icBipi. L'évaluation des 
arcs parcourus, des vitesses et des temps se fait naturelle- 
ment au moyen de certaines unités correspondantes qui 
peuvent d'ailleurs ^tre choisies d'une manière arbitraire. Il 
est d'usage en mécanique de prendre pour unité de lon- 
gueur celle qu'on a déjà adoptée en géométrie , c'est-à-dire 
le métt'e, et pour unité de temps la 86,600' partie du temps 
employé moyennement par le soleil pour repasser par le 
même méridien. Cette durée, à laquelle toutes les autres 
sont rapportées, a reçu te nom de seconde, et est désignée, 
comme la seconde angulaire, par nn double accent sur le 
nombre'. 

Sans la suite, nous supposerons toitjours implicitement 
que les quantités de longueur et de temps sont rapportées 
aux unités que nous venons d'indiquer. Mais on ne doit 
pas perdre de vue que cette supposition ne peut avoir 
aucune influence sur les raisonnements, puisqu'on aurait pu 
choisir aussi bien toute autre espèce d'unité. 

9. — Efltorl, force. Lorsque nous mettons un corps en 
mouvement, nous avons conscience d'un effort que nous 
exerçons sur lui pendant un certain temps. 

Cet effort a lieu, lors même que tous les obstacles qui 
pourraient s'opposer au mouvement de ce corps sont soi- 



[ïariatlon rapportée au temps), romme la vitesse elle-même e?t une variation 
nDmërl(ias de longueur parcourue. On <li<tnilt nlnsl la correspondance des 
deuï idées , outre qu'on se met en opposllion avec la notion vulgiilre , con- 
forniB il la d^nnllion que nous avons donnéa. Cello dérogation aux td^ 
instinctlven n'olTre d'altleun aucun avantage «clentiflqueT^I. 

' On sait que l'intervalle entre Aexix passagos sucrr^irs dn ftAtW an 
méridien varie suivant l'époque de l'année. La niovenne entre tous ces Inlcr- 
Taltes ou entre tous les jours vrais, qu'on nonunelfjourmoiien, est divisée 
en ïi durée» égales, nommées heures ; chaque heure est divisée en 60 par- 
ties nommées minutes et chaque minute en «".«erondes, en sorte ^le l'unité 
de temps de la mécanique est, comme nous l'avons dit. la 8C,tOO* partie du 
Jour moyen. 
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gneusement écartés. Ainsi, si nous plaçons nue sphère par- 
failement polie sur une glace horizontale Uès-unic, et que 
nous la Tassions rouler dessus, nous exerçons un effort dont 
nous nous rendons fort bien compte. De même, si nous 
suspendons un corps à l'extrémité d'un til très-délié, 
nous produisons un certain effort pour lui imprimer une vi- 
tesse qui l'écarté de sa position verticale. Nous pourrions 
multiplier les exemples à l'infini, mais uous le jugeons su- 
perflu. Tout le monde sent que le seul fait de donner du 
mouvement à un corps implique un effort correspondant, 
même en supposant tous les obstacles écartés. 

Cela ne veut point dire que te corps sur lequel nous agis- 
sons rétitte a notre effort, comme ferait un obstacle fixe 
contre lequel nous pousserions en vain : au contraire, dans 
les exemples précédents et dans tous ceux que nous pour- 
rions imaginer, nous constatons que. le moindre effort 
sufltt pour imprimer un mouvement qui, à la vérité, est 
alors très-petit. En général, la rapidité du mouvement 
obtenu est toujours liée à l'énergie de notre effort, augmen- 
tant et diminuant avec elle. C'est ce qui n'aurait pas lieu si 
les corps nous résistaient à la manière d'obstacles fixes. Car 
un effort convenablement choisi, inférieur, si je puis ainsi 
dire, à la capacité de rétittance du corps, ne le mouvrait 
en aucune sorte : tandis que l'observation nous fournit la 
preuve du contraire. Ainsi, tous les corps, supposés bien dé- 
gagés de tous les obstacles extérieurs, cèdent à nos efforts 
et se mettent en mouvement. 

Les efforts au moyen desquels nous mouvons les corps 
sont de même nature que celui qui nous est nécessaire pour 
maintenir un corps soulevé et l'empêcher de tomber libre- 
ment vers le sol. 

Cette idenUté nous fournit même un moyen facile de com- 
parer entre eux tous nos efforts quelconques et de les 
exprimer numériquement. 
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Il nous suiBni di; prendre ]K>ur terme vonstant de compa- 
raison refforiqui nous est nécessaire pour tenir en suspens 
iiti corps déterminé, par exemple un décimètre cube tl'oan. 
Dans la considéi-ation de cet cfTort, nous (îiisons abstraction, 
bien entendu, du vase qui contient le liquide. Quant à su 
l'orme et ù la manière dont on le lient suspendu, nous ne 
nous en occupons pas, parce que l'expéi-ience montre que 
ces cii'constaiices n'influent pas sur l'énergie de l'effoit 
développé. 

Nous appellerons égaux tous les elTorls capables de ce 
même l'csullut. Ainsi deux efforts exercés successivementsur 
des corps quelconques pour les mouvoir seront appelés 
égaux s'ils sont tels qu'ils puissent l'un et l'autre maintenir 
soulevé un décimètre cube d'eau. 

Si nous disposons exactement au-dessous l'nn de l'autre 
deux décimètres cubes d'eau et que nous les liions entre eux, 
nous appellerons double un effort capable de les maintenir 
soulevés : si nous en disposons trois, nous aurons un effort 
riple, et ainsi de suite. En général, un effort quelconque 
sera évalué et représenté numériquement par le nombre de 
décimètres cubes d'eau, disposés exactement au-dessous les 
uns des autres, qno cet effort serait capable de maintenir 
soulevés. 

Tout mouvement que nous imprimons à un coips doit 
donc être considéré comme dA à nn effort, plus ou moins 
longtemps continué, qui, il tout instsmt de sa durée, sciMtt 
capable de maintenir soulevés un ccriain nombre de déci- 
mètres cubes d'eau. 

Il est inutile d'ajouter qu'au lieu de rapporlei* nos elTorts 
au décimètre cube, on pouiTait les rapporter à tout autre 
corps quelcouqiie, poui-vu qu'on convint de pi'endi'e toujours 
le même terme de comparaison. 

Dans la nature, la plupart des coips se meuvent en dehors 
d(; iiotrt.- action personnelle et par des causes qui nous sont 
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RëiiéralemeDt inconnues. Mais, quels que soïeut ces mouve- 
ments, DOQs conccvous toujoui's qu'Us pourraient être pro- 
duits par des elTorts analogues à ceux que nous développons 
nous-mêmes et qui eu dUTcreiaieut seulement par le degré 
de leur énei^ie. 

Un des objets de la mccunique est précisément de rc- 
Hiei-cher la valeur de cet effort idéal, capable de i-caliscr le 
mouvement précis que l'on a en vue ; ou réciproquement, -de 
trouver le mouvement qu'imprimerait un eiïort déterminé, 
si on le supposait appliqué réellement a» corps. 

Les relations uiimériques que nous établissons ainsi entre 
les mouvements et les elTorts portent sur des éléments qui 
sont la plupait du temps tout à fait fictifs, en ce sens que 
les uns ne sont pas en général le produit réel des autres ; 
mais ces relations nous intéressent eu ce qu'elles nous ap- 
prennent que les uns pourraient être toiyours le produit 
des auli-es; et elles nous permettent de nous rendre compte, 
à notre manière, de lu puissance des causes inconnues aux- 
quelles les mouvements considérés sont réellement dus. 
Ces l'dutions uous moutiX'Ut en effet que h cause quel- 
conque de tel ou tel mouvement particulier est équivalente 
à un eObrt déterminé dont la connaissance nous est Tami- 
lière. 

Nous sommes ainsi coniluils,|en niéeanii)ue, ;i écarter 
complètement la notion concrète ('e l'effort, c'est-à-dire 
d'une action exercée effectivement sur les corps, pour n'y 
voir désormais que l'expression numérique d'un rapport. 
Tel est le point de vue auquel on se place en ariUimé- 
tique pour substituer partout te nombre il la quantité. 

Afin de rendi'c cette abstraction plus sensible et de désha- 
bituer l'esprit d'une idée concr^'tc, qui doit l'ester étrangers 
an calcul, on a remplacé, dans le langage mécanique, le mot 
d'effort par celui de force. Ce dernier terme devra dbnc être 
toujours entendu dans un sens purement abstrait. Il dési- 
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gDera le nombre de fois qu'il faudrait preudrc l'effort 
iiaiié pour réaliser le mouvement spécial que l'on consi- 
dère. 

10. — C'est cette même abstraction qu'on ne doit jamais 
perdre de vue quand on parle des forcée de ta Nature. W ne 
s'agit point des causes premières en vertu desquelles les mou- 
vements s'effectuent, mais uniquement de la vulcur numé- 
rique des efforts fictifs qui seraicut capables de les produire. 
Il ne faudrait pas prendre le change sur les mots et en ar- 
river à s'imaginer que les corps de la nature agissent effecti- 
vement les uns sur les autres à la manière de nos efforts 
personnels. C'est là une question entièrement étrangère à la 
mécanique, et dont la solution nous sera sans doute toujours 
inconnue- Quand on parle, par exemple, de la force degra- 
vitation qui détermine le mouvement de la terre autour du 
soleil, on aurait grand tort d'attacher à ces mots une idée 
concrète, et de croire qu'en effet le soleil lire la terre vers 
lui. Une telle locution signifie seulement que ce même mou- ' 
vement pourrait, en l'absence de toute cause naturelle, être 
déterminé par un effort égal à un certain nombre de fois 
notre effort unité, et dont l'action serait dirigée de la terre 
vers le soleil. lien est de même de toutes les expressions 
analogues. 11 faut en écarter soigneusement une signifl- 
catiou concrète et se rappeler qu'il n'est jamais question 
que de rapports numériques. 

On emploie souvent une locution vicieuse quîconsiste à 
dire, comme définition des forces, qu'elle» sont les cattse* 
des mousemenU. Si, pur ce mot de forces, on entend alors 
lescauses naturelles elles-mêmes, on uc fait qu'énoncer une 
vérité évidente, absolument iusignifianic. Si l'on entend au 
contraire des efforts absti-aîts, numériquement comparables 
aux ndtres, on devrait dire que les foi'ccs sont, non pas ce 
qui produit les mouvements, mais ce qui pourrait les 
produire. On rentre ainsi dans notre propi-e définition, avec 
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l'inconvénient delà présenter d'une manière moins nette, 
qui peut laisser subsister une erreur dans l'esprit *. 

11. — Kslié de tarée. L'elTort choisi en mécanique pour 
terme consunt de comparaison de tous les autres est celui 
que nous avons déjà supposé nou^mémcS, c'est-à-dire i'elTort 
capable de maintenir soulevé un décimètre cube d'eau, — 
abstraction faite, bien entendu, du vase qui la contient. — 
Afin d'éviter la répétition fastidieuse des mêmes mots, qui se 
reproduiraient toutes les fois qu'on ferait allusion à I'elTort 
unité, on lui a donné un nom paiticulier, celui de kilo- 
gramme. Ainsi un effort ou une force de n Iiilogrammes est 
une force capable de maintenir soulevés n décimètres 
cubes d'eau. 

Réciproquement, I'elTort fictif, égal et de sens contraire au 
kilogramme, qui est équivalent à la cause inconnue en vertu 
de laquelle le décimètre cube d'euu, abandonné à lui-même, 
tend vers le so), a reçu le même nom de kilogramme. La 
cause inconnue ayant été api>eléc pesanteur, l'efTorl fictif 
qui la représente s'appelle poids. Ainsi, le kilogi'ammc dé- 
signe à la fois l'efi'ort nécessaire pour maintenir soulevé un 
décimèti'e cube d'eau, et le poids de cette niOnie quantité 
d'eau. En général, le poids d'un corps quelconque est re- 
présenté par le nombre de kilogrammes qui exprime la va- 
leur de l'effort nécessaire pour le maintenir soulevé. 

Remarque. — Le volume de l'eau variant avec la tempé- 



'■ C'eat poor avoir m^conDii ce caractère abstrait, le soûl Traiment 
aeientiflque de la frirce, que quelque auteurs out rejeté l'évaluatian nucné- 
riqoe dliecte de$ forces que nous aToiu eipoâée. Camol dlgall, dam «es 
Prtnnpn de ViqviUbre et du mouti«ment.- •■ Que peut-on entendre dans 
■ le langage précis des mathématiques par une foret, c'est-à-dire Ipar une 
• cause douliie ou Irlplc d'une autre P.... ' Cet lUusIre géomi'tre oubliait 
ainsi qu'en comparant des forces on ne prétend pas comparer des miun 
réelles Insaisissables en elles-méiDes, maie seulement des causes Hclives, 
•quitalcnlee aun cauteï incoanues des nwuvemeDts obtervét. 
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ralui-c, la i|uautité d'euu qui entre dans un dvciniùU'c cube, 
et, par suite, l'eRbit lu'ccssaire pout* maiiitcnii- ce décimètre 
cube d'eau soulevé, varie avec elle. Il a donc fallu, [mur avoir 
un terme de coiiiparaisoii véi'ilabteinent constant, spécifier 
la tempéi'uturc pour laquelle était pris l'elTort unité. Des cou- 
sidéraiions pliysiques, que nous n'avons pus à préseiiler ici, 
unt conduit à adopter la température de A",!. 11 est entendu 
aussi que l'eau est distillée, c'est-à-dire pai-railement purei 
car l'expérience montre que l'effort a faire n'est plus le 
marne lorsque l'eau tient quelque sel en dissolution. Eiitiu la 
détermination de cet effort est faite dans le vide absolu, car 
il se manifeste des différeuces, suivant l'état de l'atmosphère. 
Ainsi, le kiloj^ranime est l'effort capable de maintenir sou- 
levé, dans le vide, nu décimètre cube d'eau distillée à la 
températiii'e de 4",1. N'omettons pas d'ajouter qu'il faut spé- 
cifier le lieu du globe oii se fait la détermination , car l'effort 
varie d'un lieu à l'autre. Le lieu choisi par les géomètres 
' français est Paris. 

12. — FttrecB e«Bslanle« et forces vaplable». L'effort 
que nous exerçons pour mouvoir un corps a toujours, quelle 
que soit sa valeur, une eerlaine durée. Il en est par consé- 
quent de même de toutes les forces, c'est à-dire de tous les 
efforts fictifs capables de produire les mouvements cousi- 
dcrés. 

Nous aurons donc à distinj^uer di^ux catégories de forces, 
suivaut que l'effort conserve, pendant toute sa durée, la 
même valeur numérique, ou suivant, au contraire, que cet 
effort varie. 

I^s forces de la première catégorie sont appelées force» 
conttanlet. .\insi, une force constante est une foi-ce qui, à 
un moment ((uelconque de sn durée, serait capable de main- 
tenir soulevés le même iiombi-e de déciniètii'S cubes d'eau, 
ou qui, en d'autres termes, est constamment l'epi'cseniée 
par le mèine nombre de kilogrammes. 
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Les forces de la deuxiome catégorie sont appeli'es forcet 
rariableê. Ainsi, une force variable est une force qui, à un 
moment quelconque de son action, n'est pas capable de 
maintenir soulevés te même nombre de décimètres cubes 
d'eau, ou qni est représenlce par un nombre sans cesse dif- 
férent de kilogrammes. 

Une force qui serait constante pendant une pariic de sa 
durée, et qui, pendant la période suivante, serait encore 
conslaiile, mais avec une valeur différente de celle qu'elle 
avait dans la première, ne serait pas, à proprement parler, 
une force variable. On considère alors qu'on a deux forces 
constantes successives, de différentes valeurs. Le caractère 
de la force variable, c'est que la valeur varie à tout tnttanl . 

Celte variation s'effectue d'ailleurs d'une manière conti- 
nue, c'esl-à-dire par degrés iiisensibles; car l'expérience 
nous apprend que rien, dans la nature, ne se fait par tran- 
sition brusque. {Natura non faeit talluM, ont dit depuis 
longtemps les philosopbes.) — Si donc un changement 
brusque se produisait dans la valeur de la force, variable 
avant, variable après, on devrait considci-er que ce n'est 
pas une même force variable, mais bien deux forces dis- 
tinctes. 

Rien ne nous semble donner mieux la représentation 
d'une force variable que l'exemple suivant : 

Supposons qu'un homme tienne soulevé un vase dans le- 
quel un robinet verse de l'eau d'nnc manière continue; » 
mesure que te vase se remplit, l'homme développe un eifort 
de plus en pins grand pour le maintenir soulevé. A chaque 
instant, la valeur de cet effort, incessamment variable, est 
exactement mesurée par le volume d'eau contenu dans le 
vase. 

Cet exemple montre une force continue, dont la loi de va- 
riation consiste ft nngmenter proportionnellement au temps, 
puisque c'est ainsi qu'augmente évidemment le volume de 
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l'eau introduit:. On pourrait représenter de la même ma- 
nière une force augmentant suivant une loi quelconque; il 
snfHrait d'imaginer que lo robinet, au lieu de rester grand 
ouvert pendant tout le débit, est manœuvré do fa^on à faire 
varier l'orifîce suivant telle loi que l'on voudra. On aperçoit 
clairement que l'clfort nécessaire pour maintenir le vase sou- 
levé augmente avec le temps d'après un mode de variation 
quelconque. 

Si le vase, au lieu de s'emplir, se vidait, on obtiendrait 
toute espèce de loi de diminution de l'cifort. 

Quand une force variable met un corps en mouvement, 
nous devons concevoir que, pendant la durée de son action, 
llntensité de cette force passe par des valeurs diverses et 
successives comme celles que nous venons de considérer. 

La connaissance d'une force variable implique celle de sa 
valeur numérique à (ont instant, c'est-à-dire la connaissance 
de la loi suivant laquelle celte valeur varie avec le temps. 
Cela revient à donner la fonction analytique du temps qui 
exprime la valeur numérique de la force. Ainsi, F étant la 
force et f (f) une certaine fonction du temps, on a, à tout 
instant, pour exprimer la force, l'équation F=: /"(/). 

Quand lu foi-ce est constante, f (0 se réduit à une quan- 
Itté constante. 

13. — DlreellcB de la f«ree, son pclat d'application. 
En agissant sur un corps pour le mouvoir, nous avons le . 
sentiment de la direction de notre effort, c'est-à-dire de la 
ligne droite suivant laquelle notre effort se produit. Si le 
corps a des dimensions infiniment petites, ou plulOt si nous 
envisageons son mouvement en bloc, comme nous ferions 
d'un point unique, nous le voyons suivre la ligne droite le 
long de laquelle nous exerçons notre effort. Le corps ne dé- 
vie de cette ligne que lorsque nous cbangeons nous-mêmes 
la direction de notre effort, ou lorsque, les dimensions con- 
sidérables de ce corpi) ne nous peimetlant pas d'envisager 
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son mouvement comme celui d'un point unique, nous tenons 
compte des diRrrences de li'njcctoires de ses divers points. 
Mais nous n'en avons pas moins le sentiment d'une direction 
déterminée de notre effort à tout instant, ou le sentiment 
d'une ligne droite que suivrait la particule matérielle sur 
laquelle nous agissons immédiatement, si cette particule, au 
lieu d'être liée aux autres parties du corps, était parraitement 
libre de céder isolément h notre actitHi. 

Nous nommerons donc en général direction d'une forée 
ta droite suivant laquelle la force est conçue comme agis- 
sant pour mouvoir une particule matérielle isolée, le long 
de cette droite même. 

Nous appellerons point d'application de la force le point 
précis où celte force est supposée agir sur le corps, c'est-à- 
dire la particule matérielle qui, si elle était libre, se mou- 
vrait dans la direction de la force, comme il vient d'être dit. 

t'ne force aura une direction constante lorsqu'elle agira à 
tout instant suivant la même droite : elle aura une direction 
variable lorsqu'elle agira successivement suivant des droites 
diiTérentes. La variation de direction s'effectue, d'ailleurs, 
comme celle de l'intensité, d'une manière continue et par 
degrés insensibles. 

Le mouvement d'un corps devant changer évidemment 
selon la direction et le point d'application de la force qui le 
détermine, il est nécessaire, pour connaître complètement 
la force, de connaître, outre sa valeur à tout instant, la po- 
sition de son point d'application et sa direction. En général, 
dans les problèmes, la position géométrique du point d'ap- 
plication ne change pas dans le corps pendant tout le cours 
du mouvement; elle est donc précisée une fois pour toutes. 
Quant à la direction, il faut, si elle varie saus cesse, donner, 
comme pour l'intensité, la loi de la variation en fonction du 
temps. Nous verrons plus tard de quelle manière on repré- 
sente géométriquement la direction des forces dans l'espace. 
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El) (lefiDilive, pour la counuîssnnce d'une force, il Taut iruis 

choses . 

1° Son point d'application, qui, linbiliiellement, conserve 
la m^me position dans le corps ; 

2* L'Intensité, qui est exprimée par une Tonction antily- 
tiqae; 

3° La direction, qui peut varier éf^alomeut suivaril rrr- 
laineslois. 

iU. — Comme on le voit, nous avons fait dioix,dès leilé- 
bttt, d'une unité de force déterminée. Nous aurions pu, na- 
turellement, adopter loute autre unité que le kilogramme. 
II suffit qu'une unité soit piisc, peu importe laquelle. 

C'est une grande erreur de supposer que, parce qu'on 
choisit tout de suite une unité de force, et que cette unité 
est empruntée aux faits de In pesanteur, i) serait impossible, 
sans la considération de la pesantenr, de constituer la 
science mécanique telle qu'elle est. En admettant que 
l'homme n'efit aucun sentiment de la cause inconnue en 
vertu de laquelle les corps tendent vers la terre, et qu'il ne 
se fiit jamais rendu compte de l'effort nécessairr: i>o«i' les 
maintenir soulevés, rien ne l'empt^clierait d'ailleurs d'ac- 
quérir la notion d'un elTort ou d'une force, soit en modifiant 
la forme dtin corps plus on moins élastique, soit mémo eu 
mouvant un corps sur un plan l)ori/.onial, sans frottement. 
De pareils phénomènes nécessitent des efforts qui ne dépen- 
dent nullement de la gravité, et qui demeureraient absolu- . 
ment les mêmes si cette dernière n'existait pas. On pourrait 
ainsi adopter quelque unité de force, étrangère à la pesan- 
teur, comme, par exemple, l'effort nécessaire pour empêcher 
une lame métallique, infléchie dans des conditions spécifiées, 
de reprendre sa furme natui'elle. En un mot, le premier 
terme de comparaison venu, pounn qu'il fiH constant, tien- 
drait lien du kilogramme et dispenserait de loute eousidéra- 
tion de la gravité, laquelle, seieniifiqnement parlant, pour- 
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rait disparaître &aus porter aucunement atteinte à l'tidiRce 
■m-cuniquc. 

15. — MasM. Quand on agit successivement sur différents 
corps pour les mettre en mouvement, on reconnaît que le 
m^me effort, exercé de la nii^me manière, ne leur Tait pas 
pcendre le même mouvement; on l'attribue vulgairement à 
ce que ces corps ne l'enferment pas tous la même quantité 
df matière , et l'on appelle nioMe de chacun d'eux la quan- 
tité absolue de matière qu'il couiîeiil. 

Si nous nous en tenions à cet énoncé, ([ui ne fait que re- 
produiii^ l'idée assez obscui-e que chacun aitaclie instinct!- 
vemeni au terme de »i(i««p, nous ne serions pas en possession 
d'iiue df'^finition vraiinenl scientitlquc, «■'est-à-dire assez prtS- 
c.ise pour qu'on puisse tenir compte, dans le calcul, de l'ob- 
jet auquel elle se rapporte. 

Pour que la masse devienne en effet un élément de rela- 
tions mathématiques, il est indispensable qu'on puisse l'ex- 
primer numériquement ; ce qui exige qu'on sache comparer 
les masses entre elles et les rapporter toutes à une même 
unilf!. 

Or, comment comparer des masses, c'est-à-dire évaluer 
te nombre de fois que la matière d'un certain corps contient 
la matière d'un autre corps? Cette comparaison dii'ecte, et le 
rapport qui en résulte, ne peuvent avoir nn sens pour l'esprit 
qu'autant qu'il s'agit de coips de même nature et placés 
dans les mêmes conditions. Un comprend, par exemple, que 
la quantité de matière de deux décimètres cubes d'eau est le 
double de celle qui est contenue dans un seul, et qu'en gé- 
néral le rapport des masses est le même que celui des vo- 
lumes. Mais s'il est question de corps de natures différentes, 
tels que l'eau, le Ter, le bois, etc., on n'a aucune idée du 
genre de rapport qui peut exister entre les quantités de ma- 
tière d'un même volume de ces divers corps. Ici donc, il 
devient nécessaire d'abandonner le sens vulgaire du mut 
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masse pour lui substituer une notion plus précise, qui se 
prête à la comparaison numérique dont nous parlons. 

A cet effet, nous dirons que deox corps de natures quel- 
conques ont des masses égales, loi'squc, successivement 
soumis à un même effort constant, pendant le m<>mc temps, 
suivant une méinc direclion, ils acquièrent la même vitesse. 
Ainsi, si un huitième de décimètre cube de Ter, par exemple, 
prend la même vitesse qu'un décimètre cube d'eau daus les 
conditions que nous venons d'indiquer, on dira que le pre~ 
mier voinme de fer a la même masse que le second volume 
d'eau. 

Quand nous parlons de la vitesse du corps, il s'agit, bien 
entendu , de la vitesse générale de ce corps , envisagé en 
bloc, et sans tenir compte des mouvements individuels de 
ses divers points. Nous admettons, d'ailleurs, — ce qui sera 
démontré plus tard , — que cette vitesse générale est la 
même, quelle que soit la forme qu'affecte le volume du corps 
considéré, et quel que soit le point précis oii la force lui est 
appliquée. 

L'égalité des masses, telle que nous venons de l'établir. 
Peste donc étrangère à la considération inaccessible des 
quantités de matière, et elle se fonde uniquement sur la fa- 
çon dont les corps cèdent à l'action des forces qui les solli- 
citent. C'est là, d'ailleurs, le vrai point de vue : car au lieu 
de dire, conformément à la notion vulgaire, que la matière 
renfermée dans un décimètre cube de fer est huit fois plus 
grande que celle d'un décimètre cube d'eau, qu'est-ce qui 
empêcherait de concevoir, par exempte, que la différence 
des forces nécessaires pour faire prendre à ces deux corps 
la même vitesse manifeste seulement que la capacité de 
mouvement du fer, si je puis ainsi dire, est autre que celle 
de l'eau? Ce serait un fait du même ordre que celui des ca- 
pacite'i calorifique», qui consiste, comme on sait, en ce 
que des poids égaux de matières différentes n'absorbent pas 
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les mêmes quantités de chaleur pour prendre les mêmes ac- 
croissements de température. Mais il est clair que ces con- 
sidéraiions n'importent pas h la mécanique, qui n'étudie les 
coips qu'au point de vue des mouvements qu'ils manifestent. 

Les masses étant définies égales , comme il vient d'être 
dit, une masse quelconque sera évaluée et exprimée numé- 
ilquement au moyen de sa comparaison avec une masse 
déterminée prise pour unité. Aiiisi, une masse double, 
triple, de l'unité de masse, sera la masse d'un corps qui 
pourrait être décomposé en deux, trois parties, telles que 
chacune, sonmise au même effort constant, pendant le même 
temps que l'unité de masse, recevrait la même vitesse que 
cette dernière. En général, on dira qu'un corps a une masse 
de « unités, lorsqu'il pourrait être décomposé en m parties 
égales chacune à l'imité de masse. 

16. — Il résulte de notre définition qu'une masse double, 
triple d'une autre, soumise à une force double, triple, prend 
la même vitesse qu'une masse simple soumise à une force 
simple. En d'autres termes, les masses sont proportion- 
nelles aux forces constantes qui, au bout du même temps, 
leur communiquent la même vitesse. En effet, si l'on a une 
certaine masse sollicitée par une certaine force, rien n'em- 
pêche d'imaginer que cette masse est décomposée en deux 
autres égales, placées l'une devant l'autre, et que la force 
provient aussi de deux autres égales, agissant rospeclive- 
inent, suivant la même droite, sur les deux masses par- 
tielles. Aux termes de la définition des forces, la force totale, 
due à la i-éunion des forces partielles, est double de chacune 
de celles-ci ; de même que la masse totale est double de 
chaque masse partielle. Doue, une force double sollicite 
une masse double, comme une force simple sollicite une 
masse simple. 

D'après cela, au lieu d'évaluer une masse en recberchant 
en combien de parties égales h l'unité on pourrait la décom- 
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poser, — sorte de division pratiquement impossible la plu- 
part du temps, — il revient au même de rechercher gtmlle 
est la force qu'il faut lui appliquer pour lui donner la même 
vitesse qu'à l'unité de masse- Le rapport numérique de cette 
force ù celle qui sollicite l'uniléde masse en primo le nombre 
d'unités que contient la masse considérée. C'est ce qu'où 
énonce brièvement en disant que la comparaison des masses 
est ramenée à celle des forces. 

17. — H*n*géiiélt« , dcNKilé, Lorsqu'un corps est 
constitué de telle manière que des volumes égaux de ce corps 
ont des masses égales, — quelle que soit d'ailleurs lu valeur 
absolue de ces volumes, — on ditqn'il est A(ïmojè«e. On 
nomme dentiie ia masse contenue dans l'unité de volume, 
ou, ce qui revient au même, le rapport constant de la masse 
au volume. Ainsi, en désignant par M la masse, évaluée en 
unités, d'un corps bomogènc, contenue dans un volume 
quelconque V, et par p sa densité, la définition qu'on vient 
de donner est exprimée par la relation 

p = — , ou bien H = p,V. 

p i-eprésenle ainsi pour chaque corps homogène un rerlai» 
nombre constant d'unités de masse, qui est précisément égal 
à la mesure de la masse l'enfermée sous l'unité de volume. 

Les corps homogènes différent entre eux par la valeur de 
leui-s densités respectives, 

J8. — llclérogéa*Ilé, d«nK!lé. Un nomme corps he- 
tA-ogène tout corps qui n'est pas homogène, c'esl-à-dire dans 
lequel le rap)>ort de la masse au volume n'est pas constant. 

Dans un corps hétérogène, on ne peut avoir la notion de 
densité que par la considération des limites. On se retrouve, 
à cet égard, dans le même ordre d'idées qu'à l'occasion de 
la vitesse du mouvement varié (n° ù). On décompose par la 
pensée le corps en parties d'égal volume, et on suppose que 
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la maiièi'e de chacune de ces parties soil rcuiplaccu par uue 
inntière homogène, qui représente la nM^nie niasse que la 
matière effective de celle partie du cor]>s. L'ensemble de 
ces punies homogènes consiiUie un corps imaginaire qui 
diflërv du corps reci, en ce que , dans une même partie de 
celui-ci, la densité n'est pas constante comme dans lu partie 
du corps imaginaire. En faisant ensuite diminuer indéfini- 
ment, suivant leurs trois dimensions, chacune des parties 
ainsi formées, on finit par avoir un corps qui ne diffère 
plus du corps réel, et pour lequel le rapport de la masse au 
volume, dans chaque partie, n'a pas cessé de représenter la 
densité- En sorte que si AV est un de ces volumes et AM sa 
masse, la limite du rapport de AM à AV ■■e]>réscnte lu densi te 
du coi-|>s réel au point cousidéi-é. La relation algébrique qui 
exprime celte définition est donc : 

_rfM 
f ~rfV 

ce qui permet de déduire la masse, lorsqu'on connaît la loi 
suivant laquelle la densité varie an\ divers points de l'éten- 
due du corps : car on a M ^ ( p rf V, 

Une remarque, qui n'est pas sans un certain intérêt philo- 
sophique, c'est que ta relation qui existe entre la densité, la 
musse et le volume d'un coi'ps quelconque, homogène ou 
hétérogène, est identique ù celle qui existe entre la vitesse, 
l'espace parcoui-u et le temps, pour un mouvement quel- 
conque, uniforme on varié. Ainsi, le chapitre scientifique 
qui traiterait des trois dernières quantités, dans leurs rap- 
ports réciproques, serait textuellement applicable aux trois 
premières : il suffirait d'y remplacer partout les mots de 
riteiie, eupace parcouru et lempi par ceux de dentité, 
matée et volume. On voit, par exemple, que la masse d'un 
corps, à mesure qu'on en prend des volumes de plus en 
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plus grands, augmente comme l'espace parcouru au bout 
de dui'ées de plus en plus prolongées. La même relation 
existe encoie entre l'accélération , la variation de vi- 
teite et le letnpg. Nous en retrouverous plus tard d'autres 
exemples. 

19. — L'nltés de velan« et de nasse. L'unité de vo- 
lume adoptée en mécanique est le décimètre cube ou litre. 

L'unité de masse est celle d'un corps qui, soumis à l'unité 
de force pendant l'unité de temps, acquiert une vitesse 
égale à l'unité de longueur. 

Pour déterminer la masse qui satisfait à cette condition, 
il faut évidemment recourir à l'obsei-vation physique ; car 
rien ne peut indiquer à priori la vitesse que prendra un 
corps déterminé soumis à une certaine force pendant un 
certain temps. On doit donc faire une série d'expériences 
consistant ù rechercher quel est le corps qui, sollî<:ilé par 
une force de direction constante, d'un kilogramme, pendant 
une seconde, possède au bout de ce temps une vitesse d'un 
mètre. 

Parmi le nombre infini de méthodes, théoriquement pos- 
sibles, qu'on avait à employer pour faire cette détermina- 
tion, on s'est arrêté à la suivante : 

Une pi-emière série d'observations, dans le détail des- 
quelles nous n'entrerons pas ici, a montré que la pesanteur 
est une force constante, c'est-à-dire : 1° que pour un même 
lieu du globe, l'effort fictif équivalent à ta cause inconnue 
en vertu de laquelle un corps tend vers la terre, a la même 
valeur numérique à toute époque de l'année ; S" que le mou- 
vement de chute verticale que prend un corps tombant libre- 
ment vers le sol suit exactement la loi que nous rccounai- 
troDS plus tard appartenir aux mouvements produits par une 
force constante : ce qui permet d'envisager la pesanteur 
comme équivalente à un effort de même valeur pendant 
toute la durée de la chute. 
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Uoe deuxième série d'obsenratioDS a montré que des 
corps quelconques, tombant simultanément sous la libre ac- 
tion de Icui-s poids respeciirs, acqnièreut, au bout des 
mômes temps les mêmes vitesses. On en a conclu (dernier 
alinéa du n° 16) que les masses des corps sont proportion- 
nelles à leurs poids. 

Une troisième série d'observations a montré qu'un corps 
quelconque, tombant librement, possède, au bout d'une se- 
conde, une vitesse de 9" 80ft8 (mesurée à Paris). 

Cela posé, la détermination de l'unité de masse devient 
fort aisée. 

1° Pour soumettre un corps ii une force constante égale à 
l'uniic, il suffit de laisser tomber librement un corps quel- 
conque pesant 1 kilogramme; 2° puisque la vitesse que ce 
corps acquiert au bout d'une seconde est de 9"* 8088, il en 
résulte que si l'on soumettait à la même force de 1 kilogr. 
une masse 9,8088 fois plus considérable, cette masse 
acquerrait une vitesse 9,8088 plus faible ; car, ainsi que 
nous le démontrerons prochainement, les masses sont en 
raison inverse des vitesses que leur communique la même 
force au bout du même temps. Donc la masse égale à 9,8088 
fois celle qui pèse 1 kilogramme acquerrait une vitesse de 
1 mètre. 

D'après cela, il reste entendu que l'unité de masse défi- 
nitivement adoptée est la masse d'un corps gui pète 
9 kil. 8088. On peut se la représenter eu disant, par 
exemple, que c'est la masse de 9,8086 décimètres cubes 
d'eau. 

20. — ExpreasUB nanérlqae de la ■!«■«« d*aB corps 
quelconque. On a coutume de désigner par une seule 
lettre, la lettre g, le nombre 9,8088 qni se reproduit fré- 
quemment dans les formules. On dit aussi que g représente 
Vaction de lapetanleur ; cela signifie que le nombre g re- 
présente la vitesse que la pesanteur fait acquérir aux coips 
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au bout d'une seconde, ou qu'il représente le poids de l'u- 
nité de masse évalué en kilograninies. 

La valeur d'une masse quelconque peut ôtre exprimée 
très-simplement, en remarquant que, puisqu'un corps reçoit 
sous l'action de son propre poids une vitesse égale à g, il 
Ile recevrait qu'une vitesse d'un mètre, si, son poids i-estant 
le même, sa masse était g fois plus grande. D'où il suit que, 
M étant la masse effective de ce coips, P son poids en kî- 
lugi'ammes, et g l'action de la pesanteur, on aura 

M a ^= P, ou bien M =^ - . 

Telle est l'expression qu'on donne conimuiiémcnt â la 
uiasse d'un corps, et qui montre que la mesure d'une masse 
quelconque s'obtient eu divisant te poids par le nombre g. 

Ainsi, la comparaison des masses, d'abord ramenée (n° 16) 
à celle des forces constantes qni leur font acquérir la même 
vitesse, est déQnitîvemcnt raniciice à la comparaison des 
lH)ids, ce qui offre, dans beaucoup de cas, une grande 
simplicité pratique- 

Lorsque nous considérons des corps qui nous sont inac- 
cessibles, et que nous ne pouvons peser, comme les astres 
et le globe terrestre lui-même, la comparaison des poids 
devient sans objet. On ne peut pas recourir davantage à 
r<-valuatîoii des efforts fictif^ qui sei~jienl capables de pro- 
duire leui-s mouvements observés. Ou n'arrive alors à la 
détermination des masses que par des considéi-atious indi- 
rectes, qui seront présentées en leur lieu (n" 331). Pour le 
moment, le mieux est de restreindre la mesure de la nmsso 
aux corps qui nous entourent immédiatement et qu'il ooiis 
est loisible de peser. 

21. — Avant d'abandonner ce sujet, nous croyons devoir 
prémunir conti-e certaines idées fausses, analogues à celles 
qui ont fait l'objet du n' \k. 
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La considération Je la pcsauteui' n'est nullement iiidis- 
pensiible ù la notion de la niasse et ù sou évaluation. A la 
vérité le phénomène de la chute des corps graves a fourni 
un moyen simple et expéditif de déterminer l'unilc de masse 
et de comparer toutes les masses entre elles. Msis lors 
m^meque lescorps ne pèseraicntpas, qu'on nous passe lliy' 
poihése, on concevi'ait des masses égales et inégales par le 
seul fait des vitesses égales on inégales (pie leur imprime- 
raient les mi^mes cfforls. Oo pouri-nit déieiminer niic unité de 
masse en observant la vitesse qu'acquerrait un coips sollicité 
dans une cei-taine direction par un elTort constant, assigné 
à l'avance. 

Ce serait une autre erreur de croii-e qu'il est évident, en 
dehors de toute expérience physique, que les masses des 
corps sont propoilionnelles à leurs poids, ou que la vitesse 
que leur communique la gravité au bout du mi^me temps 
doit i^ti'e nécessairement la même pour tous. La mane et 
le poid» sont, dans un corps, deux manières de se com- 
porter fort disliiides. L'une se rattache à la considération 
de la force qu'il faut lui appliquer pour le mouvoir, l'autre 
tient uniquement au genre d'influence que peut avoir sur lui 
le voisinage du globe. On comprendrait très-bien qu'une 
espèce de matière très-facile à mouvoir fût très-puissamment 
attirée par notre terre; et qu'un corps d'une autre espèce 
prësentùt le phénomène inverse. Alors une grande masse 
correspondrait à un faible poids. S'il n'eu est pas ainsi en 
réalité, c'est en vertu de causes qui nous sont inconnues, et 
dont rien à priori ne pouvait faire prévoir l'existence. H 
était donc absolument nécessaire qu'une expérience phy- 
sique dii-ecle vint nous la démontrer. 

Quant à la valeur particulière de 9~8088 reconnue 
comme ou l'a dit plus haut, ponr la vitesse d'un corps qui 
tombe librement dans le vide à Paris, c'est aussi uu fait 
d'ol>servaiion dont personne, d'ailleurs, ne conteste le ra- 
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ractèrc. Mais il ne faudrait pas conclure que si la pesanteni' 
n'existait pas, et que l'expérience fui faite d'une autre ma- 
nière, on pourrait trouver une vitesse difTércntc. Il est bien 
évident au cou traire que si l'on avait, par exemple, sollicité 
le même corps sur un plan horizontal et sans résistance 
d'aucune sorte, avec nn elTort de même intensité, on aurait 
retrouvé rigourensemeiil le même nombre de 9'" S088. Car, 
pour un même corps, cette vitesse ne dépend que de la valeur 
de l'effort et nullement de la nature de la cause quelconque 
qui peut y donner naissance. 

22. — Axloflue» raUonHelB*. Kous allons énoncer un 
certain nombre de vérités évidentes par elles-mêmes, 
qui ne peuvent pas être démontréespar le raisonnement ou à 
l'aide d'expériences physiques directes. Elles sont du même 
ordre que les axiomes géométriques, avec lesquels le lecteur 
est depuis longtemps familiarisé. 



Ùetico força direelement opposées , ^ut s'entre-délnmenl nir un 
même corps, sont numériqttement égales. 

C'est en vertu de cet axiome que nous avons donné le nom 
de kilogramme aussi bien au poids d'un décimèu-e cube 
d'eau qu'à l'effort nécessaire pour le maintenir soulevé ; et 
qu'en général la force qui empêche un coi'ps quelconque de 



' Lu qualiilcatioD de rationnels, donnée aux aiiomts, semble k première 
vue une euper relation. C'est pourtant t (Icïâein que nous en evomfatl usage 
Ici , pour les dlttérentier plus complélemenl encore de ces »utres vérités 
non molus Indémontrables par le raisonnement , mais qui s'appuieot aur 
l'obsenHiion des fails matérJcU. 

Nous avions quelque molir d'employer un tel langage, après avoir vu des 
géomètres recommand ailles appeler axiomes certaines lois do la rature, et 
notaniDient celle de Vindépendance des mourtmmli. 



rmn-n-.;GoOg\c 



DÉFINITIONS ET AXIOMES. 35 

tomber librement vers lo sol esl exprimée par le mi^me 
nombre de kilogrammes que le poids du œrps lui-même. 

L'égalité dont il est question dans cet axiome s'applique 
aussi bien à des forces qui agiraient le longd'une même tige 
rigide et invariable, à une distance quelconque l'une de 
l'autre, qu'à des forces agissant directement au même point, 
et opposées, pour ainsi dire, bout à bout. 

Une conséquence immédiate qui en découle, c'est qu'uoe 
force peut être supposée transportée eu un point quelconque 
de sa direcUou : car avec ce nouveau point d'application, 
elle continuera ù détruire une Torce opposée, agissant sur 
l'ancien point. 



Deia; forets qui agissent suivant la mime direction, 

au même point ou sur des points invariablmtenl unis de la direction 

commune , s'ajoutent nwnériqMtnenl. 

C'est pour cela que nous avons regardé une force qui 
soutient deux, troi» décimètres cubes d'eau comme numé- 
riquemenl double, triple de celle qui en soutient un seul ; 
ou comme provenant de la réunion de deux, trois forces 
identiques à cette dernière. 

Il en résulte qu'autantde forces qu'on voudra, qui agissent 
suivant la même direction, s'ajoutent numériquement; et 
que deux, forces de sens contraires se retranchent l'une de 
l'autre, car la plus grande des deux peut être conçue comme 
provenant de la réunion d'une force numériquement égale 
à la plus petite et d'une autre force égale à leur différence : 
or, la première est déti-uitc par la plus petite des deux 
forces données : il ne reste donc que cette différence pour 
agir sur le point. 

s. 
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3- AXIOME. 
L'effort e»t égal et amlraire à la rixhtani-t. 

Cet axiome n'est que l'expression de notre maDière de roii- 
cevoir la transmission d'une action quelconque. Ainsi, sî 
une force agit sur un objet fixe, la fixité de cet objet détrïiil 
la force, de sorte que les choses se passent comme si l'objet 
développait une force égale et contraire à l'autre. De mi^me 
si deux corps sont invariablement unis entre eux par une 
lige rigide et que le premier, en vertu de son monvemeut ou 
des forces qui le sollicitent, exerce ua effort quelconque sur 
le second, cet effort sera employéàmouvoir ce second corps, 
et les choses se passeront comme si, le second coi^s n'exis- 
tant pas, le premier était directement soumis à un effort 
égal et cootraire à celui que nous venons de considérer, et 
agissant suivant la direction commune de la tige. 

3>1. — Bot de la mésanl^Be. Le but de lu mécanique 
est désormais facile à indiquer ; ce que nous ne pouvions 
faire dès l'origine, à cause du manque de notions suflisanies 
sur les cboses que l'on y considëie. 

Ce but peut être résumé dans l'énoncé d'un seul problème 
gênt'raletde son inverse, de la manière suivante : 

Etaiitdontiét dei corpg detnaiêet connvei,ainti que Ut 
forces qui te» sollicitent, également connue» à chaque 
inttant quant à leur» grandeur», leur» direction» et 
leur» point» d'application, dèlm-tniner le mouvement 
que ce» corps doivent prendre, c'est-à-dire trouver 
quelle» serotit, à tout moment, la vitesse, laposition dans 
l'espace et la Irajectoirfi de chacun des points de ces 
corps. 

Rt réciproquement : 

Comtaisianl, à tout instant, le mouremeut des points 
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et ht mattet dti corp», déterminer lei force» qui tet 
goUieitent. 

Ce double pi-oblènie, (jui n'en forme qu'un seul en réalité, 
doit, pour éti'e absoluniuul général, se rapporter non-seule- 
ment à des con>s mathe'maliqvement toliàet on de forme 
invariable, mais s'appliquer aussi à des corps d'une consti- 
tution tout à fait quelconque, tels que ceu\ qu'on nomme 
liquide» et gazeux, et même à ces corps intermédiaires sans 
désignation physique précise, et qui sont dits plus ou moins 
flexible», e'iattique», vttqueux, pâteux, etc. 

En un mot, tout corpt matériel, de quelque manière 
qu'il soit coDSlitné, doit être l'objet du problème mécanique, 
envisagé dans sa plus gmnde généralité spéculative. Nous 
n'avons pus h nous préoccuper, à ce point de vue, des diffi- 
cultés, souvent insurmontables, qui pourront restreindre le 
développement effectif de la science. Nous nous bornons à 
tracer le champ philosophique de ses investigations. 

Plus tard nous indiquerons sur quelles considérations est 
basée la division de la mécanique eu deux branches : 

L'une qu'on appetie jite'eanique rationnet/e ; 

L'autre qu'on nomme mécanique appliquée. 
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LOIS TOSDAMENTALES DE LA NATURE. 



2Û, — Toute science se propose de systématiser «ne cer- 
taine classe de faits, c'est-à-dire de les rattacher ii un petit 
nombre de principes d'où l'on puisse les déduire Ic^it^uement. 

Si la science est purement rationnelle, comme l'arithmé- 
tique, l'algèbre, le calcul infinitésimal, ces principes portent 
le nom d'oxtome*. Ils sont indémoulrablos, et leur vérité 
esl établie par cela seul que notre raison l'afBrme comme 
évidente. 

Si la science est naturefle, c'est-à-dire si elle concerne 
les phénomènes du monde extérieur, comme la mécanique, 
ces principes s'appellent toit fondamentalet de la nature. 
Leur vérité n'est point affirmée n7»rt(»M' par notre raison, et 
elle ne peut être établie que par des observations direcles, 
multipliées, qui montrent que la nature, dans ses manifesta- 
tions diverses, obéit efTectivement à ces lois. Toute tentative 
d'argumentatioti serait évidemment impuissante à prouver 
ces lois à priori, car nous ne saurions puiser dans notre 
propre esprit, et abstraction faite de la contemplation de 
l'univers, la connaissance des règles qui président à l'ac- 
complissement des phénomènes physiques. Ces lois une 
fois constatées, la coordination scicntiHqiic consiste à mon- 
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trer que les Taits variés qui s'offrent à nous n'en sont que des 
cas particuliers, et qu'ils s'y rattachent par un enchainemcnt 
rationnel, dans lequel l'obsenatiou directe n'a plus dès lors 
à intervenir. 

La mécanique se proposant d'étudier la manière dont les 
corps matériels se comportent sous l'action des forces qui 
les sollicitent, doit conséqucmmcnt se baser sur un certain 
nombre de lois naturelles, constatées à l'aide d'expériences, 
et qui nous serviront à expliquer matliémaiiquement tous 
les phénomènes de mouvement possibles. 

Ces lois, que nous allons successivement présenter, ne 
doivent pas être conrondues avec les vérités que nous avons 
déjà énoncées sons le nom d'axiomet rafiotmeh. Ceux-ci 
n'ont rien de commun avec l'observation, et ne sont que la 
conséquence de noire raison. 

Première loi, dU« loi d*lB«rlle , 

DCCOUVERTE par KEPLER, 

S5. — Celte loi s'énonce ainsi : 

Lotgque leg force» qui gollieitent un corpg eettenl d'a- 
gir mr lui, le mouvement te continue avivant une ligne 
droite, tangente à la trajectoire précédemment décrite, 
et avec une vitetge conêtante, égale à celle que pogsédait 
le corpg au moment oit leg forceg ontdigparu- 

Il s'agit, bien entendu, du mouvement général du corps 
el non du mouvement individuel de chacun de ses points. 
On prend le mouvement en bloc, comme si le corps était 
réduit à un point unique. 

Cette loi a été constatée dans les corps dont le mouvement 
était dû, soit à notre action personnelle, soit à des causes 
natarelles que nous pouvions susciter ou faire disparaître à 
notre gré. Si, par exemple, nous faisons rouler une bille sur 
une glace horizontale parfîiiiement polie, nous reconnaissons 
qu'après que nous avons cessé notre effort, le mouvement se 
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coDiinue de lui-mâme, sensîblemeut d'après la loi éDoiicèe. 
Je dis tentiblemetit, parce qu'il y a loiijours des résistances, 
iodépeiidaiites de notre volonté, telles qnc le manque de 
poli des surfaces, lu pression de l'air, etc., qui altèrent en 
partie la manifestation de la loi et produisent une déviation 
on une diminution daus la vitesse communiquée. Mais il 
suffit qu'à mesure que les précautions augmentem, la loi 
tende de plus en plus ù se vérifier exactement, pour que 
' nous ayons le droit de penser que cette vériâcation serait 
complète eu effet, si nous pouvions soustraire absolument 
le corps il toutes ces perturbations extérieures. Des expé- 
riences analogues peuvent être faites en laissant rouler la 
bille, sous l'influence de son propre poids, sur une surface 
inclinée dont l'extrémité inférienrc se contiime suivant un 
plan tangent horizontal. On voit qu'à partir du raomeitt où 
la bille aii'ive surleplau,c'esi-à-dircà partir du moment ou 
l'action de la pesanteur est détruite, la vitesse tend à se con- 
ser\-er conformément à la loi d'inertie. Mille faits journaliers 
pourraient être cités an même point de vue. Ainsi, le boulet 
qui s'échappe du canon ou la pierre qui quitte la fronde, en 
verin d'uuc impulsion initiale, conserveraient indéAnîmetit 
leur vitesse sans l'action de la pesanteur et la résistance de 
l'air. Du reste, si la loi supposée était inexacte, les consé- 
quences qu'on' en déduit mathématiquement seraient enta- 
chées de la même erreur et offriraient des désaccords avec 
des faits directement observés. Or, c'est ce qui na jamais 
lieu. On peut doue couclure que le principe est vrai pour 
tous les phénomènes où il nous est donné de constater avec 
certitude la disparition de la foi-ce. 

Eu ce qui concerne les corps soustraits par leur éloigne- 
ment à une reconnaissance aussi immédiate, nous ne pou- 
vons évidemment affirmer, quand nous les voyous se mou- 
voir d'une manière uniforme, qu'au«uneca tue de mouvement 
ne s'exerce sur eux. Mais i-emarquons que cela n'importe 
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pas à l'étude de la mécanique, lellc qu'elle est cousUiuéc. 
Car si l'on se rappelle ce qui a été dit expressément pour lu 
délinition de la force, on voit que ce que la mécanique se 
propose de rechercher, ce n'est pas la caute intime d'un 
mouvement, mais la valeur numérique d'un effort fictif, ana- 
logne 4 nos efforts personnels, qui pourrait produire ce 
mouvement. Donc, quand un mouvement se manifeste ù 
nous comme uniforme, la cause de cette uniformité, s'il y 
en a une, est pour nous comme si elle n'était pas. Celle 
cause n'est pas uno force mécanique, puisque tout effort, 
comparabb aux nôtres, qu'on supposerait s'exercer sur le 
corps, ifiipliqnerait, d'après les expériences faites dans le 
domaine de noii-e action, que ce mouvement n'est point 
nnlforme, ainsi qu'on l'a supposé. C'est pour avoir néglige 
ce point de vue de la vériuble signification de la force en 
mécanique que quelques personnes ont pu avoir des doutes 
snr la légitimilé de l'application de la loi d'inertie, étendue 
de nos faits directs aux faits qui nous sont inaccessibles. 
C« n'est ifi qu'une confusion entre le sens du mot force en 
mécanique et 1p sens qu'on donne quelquefois à ce même 
mot pour désigner les causes effectives des phénomènes na- 
turels. En résumé, l'uniformité du mouvement, quelque part 
qu'il se manifeste, est pour nous le symbole de l'absence 
d'un effort analogue aux nâires. 

26. — Plusieurs auteurs ont méconnu le caractère de la loi 
d'inertie, en supposant qu'elle pouvait être établie avec le 
seul secours du raisonnement, comme s'il n'était pasévi-: 
dent, ainsi que nons l'avons déjà dit (n° 24), que m nous ne 
« saurions puiser dans notre propre esprit, et abstraction 
« faite de la contemplation de l'univers, la connaissance des 
V règle» qui président à l'accomplissement des phénomènes 
«4>hygiqnes. » !l n'est pas sans utilité, pour les personnes 
imbues d'avance de cette fausse conception, de reproduii-c 
ici les réflexions pi-ésentées par M. .Auguste Comte, dans 
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son Court de pkilofophie potitive : « Au Heu de se bor- 
<( ner, dit cet auteur, à regarder la loi dlnertie comme ud 
u fait observé, on a prciendu la démontrer abstraitement, 
« par une application du principe de la raison sufllsnnie, 
a qui n'a pas la moindre solidité. En effet, pour expliquer, 
« par exemple, la nécessité du mouvement recLiligne, on 
« dit que le corps devait suivre la ligne droite , parc« qu'il 
« n'y a pas de raison pour qu'il s'écarte d'un côté plutôt que 
« d'un autre de sa direction primitive. Il est aisé de i;onsta- 
« ter l'invalidité radicale et même l'insignifiance complète 
« d'une telle argumentation. D'abord, comment pourrions- 
« nous être assurés qu'il n'y a pat de raiton pour que le 
« corps se dévie? Que pouvons-nous savoir à cet égard au- 
(( Irement que par l'expérience? Les considérations àpriort, 
« Tondées sur la nature des choses, ne nous sont-elles pas 
<i complètement et nécessairement interdites en philosophie 
« positive? D'ailleurs, un tel principe, même quand on l'ad- 
« mettrait, ne comporte par lui-même qu'une application 
« vague et arbitraire. Car à l'origine du mouvement uni- 
« forme, c'est-à-dire à l'instant même où l'argument devrait 
« être employé, il est clair que la trajectoire du corps n'a 
« point encore de curactèi'e géométrique déterminé, et que 
« c'est seulement après que le corps a parcoui-u un certain 
u espace qu'on peut constater quelle ligne il décrit. Il est 
« évident, par la géométrie, que le mouvement uniforme 
« initial, au lieu d'être regardé comme recliligne, pourrait 
« être indifféremment supposé circulaire, parabolique, ou 
« suivant toute autre ligne tangente à la Irajectoii-e effec- 
« live, en sorte que la même argumentation, répéiéc pour 
« chacune de ces lignes , ce qui serait tout aussi Icgi- 
« time , conduirait à une couclusion absolument indé- 
« terminée, Pour peu qu'on réfléchisse sur un tel raisqn- 
« aement, on ne tardera pas à i-cconnaitre que, comme 
« toutes les prétendues explications métaphysiques, il se 
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tt réduit réelIcmeDt à répéter en termes abstraits le fait lui- 
« même, et à dire que les corps ont une tendance naturelle 
« à se mouvoir en ligne droite, ce qui était précisément la 
(< proposition à éinbiir. n 

S7. — Dans plusieurs traités de mécanique, on s'appuie sur 
la loi dlnenie pour définir la vitesse du mouvement varié. 
On dit que cette vitesse, à un moment quelconque, est celle 
du mouvement nnirorme qui succéderait au mouvement va- 
rié, si tout à coup les forces cessaient leur action. 

Cette définition a le tort de faire dépendre une conception 
purement logiqtie d'un fait expérimental. Nous imaginons 
très-bien que ia loi d'inertie pourrait être autre qu'elle n'est 
réellement, et que le mouvement qui succède au mouvement 
varié, après la disparition des forces, pourrait n'être pas 
uniforme, mais se ralentir au contraire graduellement, ou, 
qu'étant uniforme , sa vitesse eïlt subi tout d'abord une 
brusque diminution, an moment même où les forces ont 
cessé. Ces hypothèses auraient pour résultat de donner à la 
vitesse, définie comme il vient d'être dit, une valeur dilTé- 
d» , 

touchent-eiles à la conception de la vitesse elle-même? Ne 
continuons-nous pas à mesurer la vitesse par la limite du rap- 
port de l'espace parcouru au temps, lorsque, dans le mouve- 
ment varié, on prend ces quantités de plus en plus petites ? 

Si la vitesse, telle qu'elle a été définie au n' k, se trouve 
effectivement égale à celle du mouvement uniforme qui suc- 
cède au mouvement varié, on ne doit y voir qu'une coïnci- 
dence heureuse avec les fkits, mais null«nent confondre la 
conception avec ces faits eux-mêmes. 

38. — Le mot d'inertie reçoit souvent un autre sens que 
celui qui se rapporte à la loi d'inertie. Nous allons l'indi- 
quer, quoique nous ne devions jamais le lui donner dans la 
suite de cet ouvrage, mais uniquement pour mettre en garde 
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coiitrv une locution litrangèrv à la niécaiiiqric. dn ilit « que la 
matière est inerte, ou qu'éUint primitivemeat au ■'«pos, elle 
ne se met pas en mouvement tant qu'une cause n'agit pas 
sur elle. » Si par caute on entend iiim caute que/conqtie, 
dans l'aecepliou la plus générale du mol, cela est évident, 
<>l l'aphorisme ci-dessus ne signifie plus rien ; car tout mou- 
vement qui se pioduk est incontestablemeni dà à une caube. 
Si, au contraire, on entend une cau*e extérietite au corps, 
— ce qui est, je crois, la pensée véritable qu'on a aloi-s dans 
l'esprit, — nous répondons qu'on n'en suit ubsolnraeut rien, 
et que la question est oiseuse au point de vue scientifique. 
£n effet, voici un corps qui, abandonné ù lui-même, tombo 
vers la len'e. Est-ce ù din^ que la cause de cette chute est 
extérieure au coips, ei que la terre agit sur lui à la manière 
d'un effort direct, comme si nous-mêmes le mettions en 
mouvement en le poussant dans un ceiiatn sens? N'est-il pas 
tout aussi légitime de concevoir que la cause est en dedans 
du corps, et que ce corps, placé en présence de la terre, se 
meut spontanément vers elle? Pourquoi n'en serait-il pas 
ainsi, puisque rien dans le phénomène n'implique nécessai- 
rement l'un des deux points de vue de prrféreocc à l'autre, 
et que tout semble, au contraire, indiquer que la cause du 
mouvement est à la fois dans la terre et dans le corps? Di- 
sons tout de suite que le mot d'inertie, comme synonyme 
d'incapacité de la matière à te mouvoir spontanément, 
n'a réellement aucun sens. La seule chose intéressante à 
constater pour le géomètre, c'est qu'un corps, dans certaines 
circonstances telles, par exemple, que le voisinage d'autres 
corps, se met en mouvement comme si un effort comparable 
au\ udlres lui était appliqué ; et pour s'opposer à ce mou- 
vement, il faudrait appliquer effectivement au corps cet effort 
en sens coulraire. 
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l»e«xtéHie l«i , élu loi d« réaction , 

DËCOUVEnTC PAU KEA'n». 

29. — Celle loi consiste en ce que ; 

Toute* les foi» qu'un fait de mouvement ne produit 
àani ia nature, ily a quelque part unaiitre fait, inverte 
du pre'cedenl, qui »e produit ou tend à te produire en 
même tempt. 

Mous voulons dire por là que, lorsqu'un coips prend un 
mouvement par une cause quelconque, il y 3 toujours un 
autre corps qui prend ou tend à prendre un mouvement tel 
que l'eflbrt Actif, capable de le produire, est égal et direcle- 
ment opposé à l'efTort fictir capable de produire le premier. 

On remarquera que nous avons dît de ce second moiive- 
mcnl , qu'il se produit ou tend » se produire. C'est qu'en 
effet, des résistances de diverses natures, comme des frotte- 
ments, des ob8t.iclcs fixes, elc, peuvent l'emp<>cher. Mais la 
loi n'en est pas moins vérifiée, et l'existence de l'effort con- 
traire mantfesléc, en ce sens que, si l'on vient à supprimer 
ces résistances , le mouvement s'effectue aussîtAt dans les 
eonditions que nous avons indiquées. Si les denx mouve- 
ments étaient empêchés à la fois, les deux efforts opposi-s 
nous semient dissimulés jusqu'à ce que , les obstacles étant 
écartés des deux cOtés, l'on vit alors les inoiivemeiils se dé- 
terminer. 

Une foule de faits peuvent être cités comme démonstra- 
tion expérimenlale de cette loi. Ainsi, quand nu boulet 
s'échappe du canon, le canon tend b, reculer en sens inverse 
du mouvement du boulet. Si le recul du canon est eonvena- 
lilement facilité, on conslnte que l'effort fictif capable de réa- 
liser ce mouvement en arrière est numériquement égal et 
opposé ù l'effort fictif capable de réaliser le mouvement en 
avant du projectile. 
Quand on praiiqne nn orifiCK au bas de la |»aroi latérale 
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d'un vase rempli d'eau, le liquide li'écliappe hoi'izontalemenl. 
Si le vase est placé sur uu support mobile, on le voit mar- 
cher en sens inverse de la gerbe , et de telle façon que les 
efforts coiTespoiidants au mouvement du liquide et au mou- 
vement du vase sont encore égauji et opposés. 

Quand un aimant et un morceau de fer doux sout en pré- 
sence, on les voit s'avancer à la rencoutre l'un de l'autre, 
de telle sorte encore que les efforts correspondants sout 
égaux et contraires ; et si on vient à les unir par une vei^e 
rigide, ils demeurent tous deux immobiles, en cntre-délruî- 
sant conséqucmmeut leurs tendances respectives. 

Ces expériences multipliées et constamment concor- 
dantes ont permis de considérer la loi comme absolument 
générale. L'extension qu'on en a faite aux phénomènes qui 
ue nous sont point directement accessibles, comme les phé- 
nomènes astronomiques, a conduit à des l'ésultats bien re- 
marquables. On a reconnu que tous tes mouvements des 
astres pounaieni être produits par des forces numérique- 
ment égales et contraires deux à deux, dirigées suivant 
chacune des lignes qui joignent deux de ces astres entre 
eux. 

Dans les phénomènes de l'ordre dit moléculaire, le seul 
fait du l'epos des corps prouve immédiatement l'exactitude 
delà loi. En effet, des considérations physiques, étrangères 
d'ailleurs à la science qui nous occupe, ont amené à regar- 
der tous les corps de la nature comme formés chacun de 
plusieurs parties matérielles pleines, situées à une ceruine 
distance les unes des autres, et jamais au contact absolu. 
Ces espacements sont ce qu'on nomme les pores ou vides 
des corps. Si cette manière de voir est effectivement exacte, 
il faut bieu, pour que les parties pleines restent agglomé- 
rées et que le coips ne tombe pas en quelque sorte en pous- 
sière, que chaque partie soit portée vers les autres en vertu 
d'une cause analogue à un effort, dont l'énergie serait pré- 
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cîsémeiU celle de la force qu'il raudruil employer pour l'en 
détacher. Cela posé, je dis que tout effort de ce genre s'exer- 
çaiit aiusi iiatuiellcnient doit avoir dans le reste du corps 
son équivalent de sens opposé. Car si nous concevons dans 
l'intérieur une surface plane de séparation quelconque, la 
partie à gauche est portée vers la partie à droile, puisqu'elle 
ne la touche pas et que oéanniuias elle est retenue dans son 
voisioagc. Si, réciproquement, la partie ù droite n'était pas 
portée vers la partie à gauche par un efTort égal el con- 
traire, l'ensemble du corps se mettrait en mouvemeot dans 
le sens du plus grand des deux efforts. Or, l'on- reconnaît 
que ce corps, étant rendu parfaitement libre de tout obs- 
tacle, ne se meut dans aucune direction. Il faut bien ad- 
mettre que les efforts numériques, équivalents aux causes 
de rapprochements, sont égaux et opposés deux' à deux, 
quelle que soit la région du corps que l'on considère, puis- 
que la surface de séparation est supposée prise partout où 
l'on voudra. Si l'hypothèse admise plus haut n'était pas 
exacte et que les parties pleines du corps fussent au contact 
absolu, notre raisonnement n'en aurait pas moins lieu. 

Nous résumons ce qui précède en disant que toutes les 
forces équivalentes aux cautet de fa nature sont suscep- 
tibles d'être groupées par deux, toujoui-s égales, contraires, 
et dirigées suivant la même ligne droite. 

^0.— La tendance qu'a notre esprit à transporter aux faits 
dont nous ne sommes que spectateurs les idées et les locu- 
tions des faits dont nous sommes les acteurs, s'est manifes- 
tée au sujet de la loi que nous venons d'exposer. 

Ayant constaté que, toutes les fuis qu'un coips se meut 
pour s'éloigner ou se rapprocher d'un autre corps, celui-ci, 
de sou côté , s'éloigne ou se rapproche du premier d'uue 
manière correspondante, nous avous pu énoncer, sans pré- 
juger des causes véritables du phénomène, que les choses se 
passent comme si chacun des corps était sollicité à s'appro- 
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cher ou ù s'ùloigner de l'auli-e par une aclion alu-actîve on 
répulsive cinanéc <Jc ce dernier ; eii sorte qu'où éwit en 
droit de dire qu'il y uvait euti-c les deu\ voi-ps comme une 
action et une reaction égales et contraire». On ne s'en ost 
point tenu â la réserve de celte locution, commandée par 
une rigoureuse philosophie. On a contracté pen à pou l'ha- 
bitude de supprimer le comme, et on a fini par dire : Yaetion 
ett toujours égaie et cotttraire à la réaction. Les mots 
ont, à la longue, donné le change sur les idées, ainsi que 
cela arrive inrailliblemeut, et beaucoup de personnes eu 
sont venues ù voir dans cette loi antre chose que ce qui y 
est n^clleinent, et, par snite, à lui chercher une fausse base, 
dans un ordre de considérations méiaphysiques. D'auti-es, 
au contraii'c, l'ont critiquée, parce que, disait-on, elle douai 
a m a lièi'c d'une sorte d'activité intelligente, qui lui faisai 
Idiscernor la dose d'attraction et de répulsion dont elle était 
l'objet, pour en rcstitticr toujoui'S une quanllté égale. Mais 
quant à nous, qui ne voyons dans cette loi que la simple 
éuoHciation des faits généralisée, sans aucun commentaire, 
nous n'avons pas à uons préoccuper de ces preuves ou de 
ces critiques métaphysiques, 

31.— Cette loi ne doit pas être conroudue avec noire troi- 
sième axiome (n° 23), consistant en ce que l'effort est égal 
et contraire à la re'siitanee. 

Cet axiome, qui n'est, avons-nous dit, que la conséquence 
nécessaire de notre propre raison, exprime, sous d'autres 
termes, la manière même dont nous concevons la transmis- 
sion d'un. effort quelconque. Il s'applique ù des corps ma- 
thématiques, qui n'ont rien de l't'el, imaginés comme W^t'de* 
individucDerocMi, au contact absolu les mis des autres, et 
n'étant sujets à aucun de ces phénomènes que nous avons 
appelés moléculaires. Dans ces conditions, nous ne saurions, 
je le rép<>te, concevoir la transmission do l'effort auli-cmenl 
que ne l'expriment les termes de l'axiome précité. Mais une 
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lelle vérité, uc l'oublions pas, est reiircrmëe daus le domaine 
de l'absti'ait, et ne peut avoir aucune portée sur les faits 
réels du monde extérieur. Examiuous, en effet, ce que de- 
vient ia Iranimiition d'un effort, quand il s'agit des coips 
de la nature, sôit, par exemple, une lige matérielle que nous 
pressons perpendiculairement contre la surface plane d'un 
corps également maténel. L'expérience a prouvé que les 
coips, dans.un siifTisant état de rapprochement, manifestent 
des phénomènes analogues à ceux qui seraient dus û des 
eflbns s'exerçani individuellement sur eus. D'après cela, 
l'extrémité de la lige voisine du plan, ou même amenée en 
contact avec lui, — en supposant que le contact puisse avoir 
lieu, — va devenir, ainsi que le plan, le siège d'un pbéno- 
mèue de ce genre ; c'est-à-dire que la tige sera repoussée du 
plan comme par un effort égal et contraire à ta (iression que 
nous voulons transmettre, tandis que le plan subira un autre 
effort qui doit représenter cette pression. Si la loi de i'égalilc 
entre l'action et ta réaction n'existe pas, l'effort subi pur le 
plan ne scia paségal et opposé à l'effort subi par l'extrémité 
de la lige, et, par suite, ne sera pas égal à l'effort que nous 
développons nous-mêmes. En d'autres termes, il n'y a véri- 
tablement trantmittiott qu'autant que les deux coips en 
présence satisfont à la loi naturelle de réaction. Ce n'est donc 
que parce que l'expérience a démontre l'Axactitude de cette 
loi, quel'égalité entre l'effort et la résistance existe effective- 
ment dans la nature. Ainsi l'axiome établit un fait purement 
logique, la loi énonce un fait réel. 

C'est, je pense, la confusion qu'on a introduite entre les 
deux points de vue qui a revêtu la loi naturelle, aux yeux 
de quelques personnes, d'un certain caractère de nécessité, 
particuHcremeiitencequiconcerncla transmission d'un effort 
quelconque. Ces personnes appliquent au pbénomène qui a 
lieu enti-e coi-p* effeetift le raisonnement qui convient seu- 
lement an phénomène abstrait conçu entre cin-pn iiiathéma- 
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tiqne». l)e là, elles généraliseot, et considèrent comme uoe 
vëi-ilé d'ordre rationnel que, dans là nature, l'action est tou- 
jours égale et contraire à la réaction. Tandis qu'il est bien 
visible qu'on peut concevoir, à priori, que cette parfaite 
réciprocité n'ait pas lieu. En effet, de ce que la terre, par 
exemple, est, pour employer le langage ordinaire, attirée 
par le soleil, on ne voit pas du tout pourquoi celui-ci serait 
à son tour attiré par la terre. On imagine très-bien, au con- 
traire, qu'il pourrait rester absolument immobile, eu exer- 
çant son attraction sur notre planète. La réciprocité d'action 
ou, pour parler plus exactement, la réciprpcité des deux 
efforts apparents, ne peut évidemment se conclure que de 
l'observation. 

33. — Bemarque. Jioas venons de i-cconnattre que c'est 
uniquement en vertu de la loi de réaction qu'un corps 
matériel quelconque peut transmettre intégralement l'effort 
qui lui est appliqué, et que sans cctEe loi rinlégrité de la 
transmission n'aurait pas lieu. Nous ajouterons que cette 
transmission, par corps matériels effectif^, est toujours ac- 
compagnée d'une circonstance remarquable : l'invariabi- 
lité de leur forme; en d'autres termes, l'effort quelconque 
ett trantmii_ exactement toute* let fois qv^ lex torpt à 
travers leitquela la trantmitiion t'effectue ont une forme 
invariable, et il n'est trantmit que dan» ce» condition». 
Considérons, pai'*exemple, une tige matérielle, fixée par un 
bout et tirée par l'autre dans le sens de sa longueur. Je dis 
que si l'effort est ti'ausmis exactement au point fixe, c'est 
que la tige est absolument rigide comme une tige mathéma- 
tique. Car deux parties pleines quelconques, entrant dans la 
constitution de cette tige, et à la suite l'iuie de l'autre, s e- 
carteraient ou se rapprocheraient si l'effoil que la première 
subit par suite de la tiitction n'était pas exactement égal et 
contraire à celui qu'elle reçoit par suite de son voisinage 
de l'autre partie. Donc, puisque l'efTort de (raciion se trans- 
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met inlégraleineiit, et que couséquemment les deux Tocces 
en question sout égales et contraires, la premJèi'e partie 
pleiue ne se rapproche ni ne s'éloigne de la seconde. Il eu 
résulte que l'ensemble de la tige, et, en général, de tout 
corps clioisi pour intermédiaire de l'elTort, couservo une 
fonde absolument invariable. 

Au moment même où une force qaelconque vient agir 
sur un point d'un corps, la partie matérielle qui se trouve 
immédiatement sollicitée s'écarte ou se rappi-ocho des 
parties voisines, si elle ne reçoit pas de l'influence de leur 
voisinage un effort égal et directement opposé à la force 
considérée. Si cet effort, qucj'appellerai motéculuire, ne peut 
jamais être égal à la force appliquée, quelles que soient les 
variations de distance des parties , il arrivera nécessaire- 
ment que celle qui est direcicmeDt sollicitée se mettra au 
contact des antres, si elle est poussée vers elle, ou, au con- 
ti-aire, s'en éloignera indétinimcnt, et, par suite, se séparera 
' du corps, si elle est tirée en dehors. Dans ce dernier cas, 
on voit qu'il n'y aura jamais transmission de la force. Dans 
le premier cas, il y aura transmission lorsque les parties, 
successivement poussées les unes contre les autres, seront 
toutes venues au contact, et, par conséquent, auront acquis 
une forme d'ensemble invariable. Si, au contraire, l'effort 
moléculaire, par suite des variations de dislance, devient 
égal à la force appliquée, à ce moment la transmission s'ef- 
fectuera, comme on l'a vu dans le paragraphe précédent, 
et l'ensemble du corps gardera dès lors une forme inva- 
riable. 

Il résulte de toutes ces considérations que les corps effec- 
tifs quelconques, choisis pour intermédiaires de forces à 
transmettre : 

1' Commencent par ne pas Imnsmctire intégralement, et 
snhisseiit alors des déformations; 

■2" Finissent, à moins de séparation du corps, par Irans- 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



52 LIVRE I. — NOTIONS FONDAUEMALES. 

mettre intégralumcut, et gai-dent alors uiie forme invariable, 

comme des corps mathématiques. 

D'où résulte, enfln,^ et c'est à quoi surtout uous voulions 
en venir, — que les liens, tiges ou autres corps mailiéma- 
tiques quelconques, dont nous pouvons fuire usage, ainsi 
qu'on l'a déjà Tait à l'occasion des axiomes rationnels du 
n' 20 , peuvent éii-e conçus comme i-éalisés au moyen 
de corps elTectifs ayant atteint une Torme invariable sous 
llnfluence des forces qu'on suppose mises en jeu. Ainsi, les 
vérités applicables aux corps mathématiques, considérés 
comme aptes à transmettre intégralement toutes sortes 
d'efforts, sont également applicables, — en vertu de la toi 
de réaction, — aux corps matériels devenus invariables de 
formes. 

On verra plus lard toute l'utilité et la portée de celte re- 
marque. 

Tr«l«l«aie Ul, dll« L«I diadcp«BilaBea Aen 
MouvcHcnU , 

33. — Cette loi s'énonce ainsi : 

Le tnouvement commun à divers c»rp* n'influe pat 
tur leur* moHcemenU partie ulierx. 

On entend par là qne si divers corps AI, N, Q .., se meu- 
vent suivant des droites parallèles M A, NB.QC..., de telle 
,„, ^^ façon qu'au bout d'un cer- 

^.--^ ^^-^ (ain temps, les longneui-s 

y- y^ pai-courues RI M', N N', 

M MA. QQ',.., soient égales enlre 

, ^ B elles, un mouvement quel- 

conque,p^ticulier uu corps 



Q Q' C M, par exempte, qui Ini eut 

rig- 1- faitdécrire,siluuslescorps 

eussent été priniilivement au repos , la tr^jectoii-e Mm , 
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ramènera pciiduiu le moiivemenl commun, ù uiitt posiiîon 
*«', telle que lalrajoctoircM'wi' qui sera décrite par rapport 
aux autres corps N'Q'..., sera exactement égale et parallèle 
à la tr^ctoire Mm. 

Nous faisons tous les jours, et en quelque sorte à notre 
insu, des vérifications expérimentales de cette loi. Ainsi, par 
exemple, dans le mouvement d'un vaisseau, un observateur 
placé sur ce vaisseau et participant à son mouvement com- 
mun, recouuaît que tous les mouvements relatifs s'y effec- 
titent comme si le vaisseau et Iui-m(}nie étaient exactement 
immobiles. Les seules perturbations qui s'y manifestent sont 
ducs au roulis et an tangage qui, ii'tkant pas identiques en 
tous les points du vaisseau, ne les afToctent pas d'un mouve- 
ment commun, et, par suite, altèrcntics mouvements n'iatifs 
qui se produisent en ni<^nie temps. Mais lorsque le vaisseau 
marche avec un calme parfait, la loi se confirme pleinement. 
On constate que les efforts pour marclicr sur le pont dans un 
sens quelconque ou pour mouvoir des ubjeLs, sont identiques 
à ceux qu'on développe sur la terre ferme. De même, dans 
un convoi de clicmiu de fer, les voyageurs, par suite de 
l'idenlilé des mouvements relatifs qui s'accomplissent dans 
riniérieur d'une voilure, n'ont aucun sentiment de la vitesse 
du convoi ; tellement que lorsque, étant arrêtés eux-mêmes, 
ils votent un train se mettre en marche ù côlé d'eux, ils se 
font souvent illusion sur leur propre état et intervertissent 
les rôles entre les deux trains. De même, ils se croient en- 
core en repos, qu'ils sont déjà en mouvement. Le sentiment 
qu'on peut avoir alors de la viiesse n'est jamais emprunté 
aux mouvements relatifs qui, sous ce rapport, n'appren- 
draient rien; mais on le tire, soit de la vue des objets de la 
route, qu'on sait être immobiles, soit de l'impression qu'on 
reçoit des secousses du véhicule, qu'on sait accompagner 
toujours te mouvement de ti'anslation et qui sont dues à des 
circonstances accidentelles. L'exemple le plus important 
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qu'on paisse citer encore esi le mouvement du globe ter- 
restre lui-même, qui ne trouble nuJlemenl les pliénomènes 
mécaniques qui s'opèrent sous nos yeux à sa surface. Aussi 
n'eussions-nous jamais pu, par l.i seule observation de noti-e 
planète, constater son déplacement dans l'espace. Il a fallu 
rapporrer ses positions à d'untres astres qui ne participaient 
pas à son mouvement, Disons enfin, pour clore cette énu- 
mi^ratiou de preuves expérimentales, que les phénomènes 
physiques ou chimiques nous eii oITrent de nouveaux et in- 
nombrables exemples. Nous reconnaissons, en effet, que les 
mouvements électriques ou magnétiques, la propagation de 
la chaleur entre corps b, distance, les réactions chimiques 
de tous genres entre corps se décomposant on se recompo- 
sant, ne sont jamais altérés, quels que soient les déplace- 
ments qu'on imprime au support commun sur lequel on pro- 
cède àl'expénence. On peut ajouter d'ailleurs, pour celte loi 
fondamentale comme pour les autres, que les conséquences 
variées qu'on en déduit maUiématiquement concordent tou- 
joui's avec les faits de la manière la plus rigoureuse, ce qui, 
bien évidemment, n'aurait pas lieu si la lui était entachée 
elte-mt^me de quelque inexactitude. 

3fi.— u Ce serait vainement, dit M. Auguste Comte dans 
« l'ouvrage déjà cité, qu'on tenterait d'établir par aucune 
« idée à priori cette grande loi fondamentale, qui n'en est 
« pas plus susceptible que les deux précédentes. On pour- 
« rait tout au plus concevoir que si les corps du système 
« sont entre eux à l'état de repos, ce déplacement commun, 
« qui ne change évidemment ni leurs distances, ni leurs si- 
« tuatlons respectives, ne saurait altérer ce^tte immobilité 
relative ; encore môme, l'ignorance ou nous sommes né- 
« cessairement de la nature intime des corps et des phéno- 
« mènes, ne nous permet point d'aOlnner rationnellement, 
« avec une sécurité parfaite , que l'introduction de cette cir- 
« constance nouvelle ne modifiera pas d'une manière incon- 
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« nue les conditions primitives du systùmc. Mais l'insufli- 
1 sauce d'une telle argumeutntiou devient surtout sensible 
« quand on essaie de l'appliquer au cas le plus étendu et le 
plus important, h celui oii les dilTërents corps du système 
« sont en mouvement les uns h l'égard des autres. £n s'at- 
« tachant à faire abstraction, aussi complètement que pos- 
te sible, des observations si connues et si variées, qui nous 
« font reconnaître alors l'exactitude physique de ce priu- 
x cipe, il sera facile de constater qu'aucune considération 
« rationnelle ne nous donne le droit de conclure àpriori 
i( que le mouvement général ne fera naître aucun cliange- 
« ment dans les mouvements particuliers. Cela est tellement 
« vrai, que lorsque Galilée a exposé pour la première fois 
" cette grande loi de la nature, il s'est élevé de toutes parts 
« une foule d'objections n priori tendant à prouver l'im- 
« possibilité rationnelle d'une telle proposition, qui n'a été 
« unanimement admise que loi'sqii'on a abandonné le point 
u de vue logique pour se placer an point de vue pliysiquc. » 
%S. — Plusieurs auteurs ontessayé de se passer de ce piin- 

' cipe expérimental pour l'établissement de leurs théorèmes 
mécaniques. Nous verrons plus tard qu'une des conséquences 

' les plus importantes qui découlent de cette loi féconde, c'est 
que les forces, évaluées comme nous l'avons fait (n" 9), sa- 
tisfont en même temps à la condition remarquable d'être 
proportionnelles aux vitesses qu'elles communiquent à un 
même corps au bout d'un même temps. Une telle coïnci- 
dence a évidemment besoin d'être démontrée, car rien n'in- 
dique, à priori, qu'une force double au- point de tue de 
notre de'finitimt , c'est-à-dire pouvant être considérée 
comme provenant de la réunion de deux forces égales, dé- 
terminera une vitesse double de celle que communiquerait 
chacune de ces dernières. En d'autres termes, rien ne per- 
met d'affirmer que les effets mécaniques croissent exacte- 
ment daus le même lapport que les efforts destinés à les 
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prodilil'e. La démonstration, comme on en jugera parla 
suite, nous sera péremptoirement rournie par la loi expéri- 
mentale que nous venons d'exposer. Les géomètres qui ont 
voulu se dispenser d'y recourir sont anivés, à cette occasion, 
à une argumentation véritablement intfiressante , en ce 
qu'elle montre comment d'ingénieux artifices, dépourvus 
d'ailleurs de toute solidité réelle, ont pu faire illusion à des 
esprits éminenls. Nous en citerons en temps, et lieu un 
exemple lire du Cour» de mécanique de l'illustre Poisson. 
36. — On remarquera que la loi irindépendancc est expres- 
sément éuoncée en vue d'un mouvement commun des corps 
considérés, c'est-à-dire en vue d'un mouvement général tel 
que les espaces parcourus simultanément sont égaux et pa- 
rallèles. Ainsi, le mouvement commun ne peut être qu'un 
mouvement de tram/ation du système se déplaçant pa- 
rallèlement à lui-mf-me. Aucun autre mouvement, de rota- 
lion par exemple, no rentrerait dans le sens de la loi. Car 
une rotation impliqucune certaine droite autour de laquelle 
elle s'efTectue, el dont les distances aux différents corps de- 
meurent nécessairement constantes pendant la durée de 
celle rolalion. Les arcs de cercle ainsi décrits ne'pcuveni 
donc Cire égaux et parallèles, à moins qu'ils n'aient le même 
rayon, ce qui est un cas très-particulier dans la position re- 
lative des corps. 

Si le mouvement de la terre n'altère pas les mouvements 
qui ont lieu à sa surface, bien que notre globe tourne sur 
lui-même en même temps qu'il se transpoitc dans l'espace, 
cela tient uniquement à ce que le rayon de la rotation gé- 
nérale étant très-grand, par rapport aux distances relatives 
des corps que nous observons, nons considérons ces dei'- 
niers comme décrivant dos arcs égaux et pai'ullèles. L'erreur 
qui en résulte est tellement petite qu'elle éciiappe il nos ob- 
servations, et que, par suite, la loi d'indépendance se mani- 
fesle pleinement. On peut on dire autant, et à plus forte 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



LOIS I>E t\ NATUBE. 57 

raison, pour la trantlalion de la terre, qui n'est en réalité 
qu'une révolution autour du soleil ; les rayons de cette ré- 
volution, correspondant aux divers points terrestres, peu- 
vent être envisagés comme rigoureusement égaux. 



Le ■•Mbre «Ici I«l8 feadanieBlalcii panmill-ll 
«tre rédaltr 

37. — Les trois lois fondamentales que nonsvenonsd'expo- 
ser sont les sentes dont on fait usage en mécanique'. 

Il est intéressant de se demander, au point de vue pliîlo- 
sophique, si quelqu'une d'entre elles n'est pas superflue, et 
si le nombre pourrait en être n^duit, soit par une suppres- 
sion pure et simple, soit en invoquant d'autres lois plus 
générales iiui, eu moindre nombre, contiendraient toutes les 
vérités qu'expriment les trois piveédentes. 

L'examen spécial que nous vivrions d'en faire nous paraît 
montrer en même temps leur indispensable utilité. Mais si 
l'on veut les envisager d'un point de vue d'ensemble, on ne 
tardera pas sans doute à reconnaître que leur plaee est, pour 
ainsi dire, toute tracée, d'après la nature même des choses, 
dans l'édifioe mécanique. 

Cette science se propose en effet d'établir des relations 
entre les corps quclconqnes de l'univers, les forces qui les 
sollicitent et les mouvements qui en résultent. On pressent 
immédiatement que le mouvement d'un coips, correspon- 
dani à deux choses distinctes, savoir, sa constitution phy- 
sique et sa vitesse à tout instant, il est nécessaire de pouvoir 
raitachei' les forces ù cluicun de ces deux objets. Or, c'est 



' Nous ne parlons pas pour le moment de la loi spi^lsle lica fluides dont 
on dira quelques mots ou n" 45 , et qol n'est qu'une loi secondaire , raru 
objet pour la constitution générale Je la mécanique. 
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jiisK'meiit ta destination spéciale de la loi de réacUoii et de 
la loi d'indépendance des niouvemeiits. On le constateim 
pleinement plus tard, quoiqu'il soit possible, dès maintenant, 
d'en avoir une perception convenable. Quant à la loi d1- 
nertie, elle a également sa destination propre, qu'on pour- 
rait qualifier en disant qu'elle assure ta conscrvaiion du 
mouvement, principe absolunienl indispensable pour t'étude 
des phénomènes mécaniques successifs produits surun même 
corps, ou pour celle des phénomènes qui survivent à la dis- 
parition de toutes les forces. 

C'est à dessein que nous n'avons pas cité la motte parmi 
les éléments auxquels la force doit être rattachée au moyen 
d'une toi naturelle. La notion de masse, en effet, n'est pas 
séparabte en mécanique de celte de la force, et sa relation 
avec cette dernière découle nécessairement de la définition 
même ; en sorte que toute valeur assignée à la masse revient 
à la laisser constante et à supposer la force un certain nom- 
bre de fois plus gi:ande ou plus petite. En d'autres termes, 
entre la force et la masse, il n'existe qu'une relation logique, 
du même ordre qu'entre la vitesse et l'espace parcouru. 

La séparation que nous venons de reconnaître entre les 
éléments d'un fait mécanique quelconque montre évidem- 
ment qu'aucune des trois lois fondamentales ne saurait ren- 
trer dans les autres, et que par conséquent sa suppression 
formerait une lacune que les lois restantes seraient impuis- 
santes à combler. Ainsi, dans l'étal présent de nos connais- 
sances, il ne parait pas que le nombre puisse en être réduit 
Quant à l'avenir, il n'est guère permis d'entrevoir qu'une 
étude plus approfondie delà matière conduise à établir quel- 
que loi plus générale, qui comprendrait dans un même prin- 
cipe plusieurs de nos lois actuelles. Le mente ordre de con- 
sidérations que nous venons d'invoquer, subsiste toujours 
poui- faire présumer', dès maintenant, que celte loi ultérieure 
ne serait plus générale qu'en apparence, et qu'au fond elle 
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se décomposerait dans les divci'ses lois qu'elle devrait coni~ 
prendre. £d tous cas, une telle transformation n'aui-ait pas 
d'utilité réelle, puisque les principes actuels se prêtent avec 
une suffisante sioiplicité à la constitution de la science mé- 
canique. 

Il est plus vraisemblable, au contraire, que le nombre de 
ces lois sera ullérieuremeut augmenté; car la toi de réac- 
tion est évidemment impuissante, par suite mémo de son 
extrême généralité, à permettre de tenir convenablement 
compte des forces naturelles, surtout en ce qui coucenie 
celles qui déterminent la manière d'élrc des différents corps. 
Tout ce que nous «avons, en effçt, par cette loi des forces 
intérieures qui régissent les parties constitutives des corps, 
c'est qu'elles sont deux à deux égales et contraires. Mais 
rela ne nous éclaire pas suffisamment sur une foule de phé- 
nomènes mécaniques, tels que Véla»licité pour les corps 
solides, le frottement pour tous tes corps en général, la 
compresiibilite pour les fluides, la raideur pour les corps 
flexibles, etc., etc. Il est donc à désirer que pour ces diverses 
parties, encore obscures, de la mécanique, on établisse des 
lois expéi'imentales, moins générâtes que celle de la ri'-ac- 
tion, auxquelles on puisse ensuite appli(iuer tes procédés 
mathématiques pour en faire sortir des résultats en concor- 
dance avec les faits directement observés. C'est à cela du 
reste qu'on a été conduit, comme nous le verrons plus tard, 
pour la mécanique des fluides. 

Cette digression n'était peut-être pas inutile pour montrer 
la destination véritable et la portée des lois fondamentales 
que nous avons exposées. 
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mVISfONS NATrRELLES DE \A MÉCANIQUE. 



38. — Nous avons défini, au ir3.%lc but général delà mé- 
canique. Il s'ugît maintenaiil d'indiquer les divisions princi- 
pales qu'on a <''li> rondnit à cftablir dans son exposition dof^- 
matique, divisions qui sont nettement caraciéris<>cs, soit par 
la nature même du sujet qu'on y traite, soit par la méthode 
qu'on y emploie. 

Ainsi que nous l'uvons énoncé dans 1c numéro précité, la 
mécanique est divisée immédiatement en deux grandes 
branches ; 

L'une, qu'on nomme me'caiiiqiie ralioiineUe, et qui se- 
rait beaucoup plus convenablemcnl nommée mécanique 
théorique ; 

L'autre est la mécanique appliquée ou pratique. 

39. — La première a pour caractère fondameutitl de s'ap- 
puyer uniquement sur les lois que nous avons présentées. 
Ces lois constituent les seules données expérimentales aux- 
quelles elle ait recours, et tous les i-ésultau en sont déduits 
à l'aide du raisonnement mathématique- De là, la qualifica- 
tion de raliotiiielU affectée il celle partie de la science. 
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Pour plus d'écluii'Cisscmcnls, nous ajouterons qu'on ue s'y 
pr<>occupe jamais àe la consiUiitiou effective des corps ni 
des forces qui les solliciteut réellement dans la uuture. Les 
problèmes qu'on y rësoud sont purement théoriques, c'est- 
à-dire qu'on opère sur des corps conçus o pWor* comme 
conslilués d'une fuçon déterminée, et que les forces sont 
mathématiquement assignées en grandeur et en direction ; 
les uns et les autres pouvant, d'ailleurs, n'avoir aucune ana- 
logie avec les corps et les forces du moude extérieur. Mais 
ces forces el ces corps abstrait» soûl, dans tous les cas, 
en parfaite cooronnité des lois fondamantalesi c'est là, en 
effet, la condition indispensable pour que les déductions 
puissent jamais devenir cfieclivement applicables au\ phé- 
nomènes de l'univers. Ainsi, quelle que soit la conformation 
idéale du corps qu'il nous plaira d'envisager, quelle que soit 
la nature des liaisons qui l'uniront à d'autres corps, quelles 
que soient les valeurs et le modo de variations des forces fic- 
tives qui seront censées les solliciter, on niisonnei'n loujoui's 
dans l'bypolhèse que la loi d'inertie, celle de réaction el 
celle d'indépendance sont pleinement vérifiées, 

La mécanique rationnelle est donc à la fois expérimentale 
et mathématique: expérimentale quanta ses bases^ obtenues 
forcément par l'obscrvaliou de la nature; mathématique 
quant à ses déductions, qui se rattachent au point de départ 
par un enchaînement logique, où l'expci'ieuce directe n'a 
plus à iniei-veiiir. 

Pour comprendre la haute utilité que peut offrir un tel 
travail théorique, au point de vue de l'étude ultérieure des 
phénomènes réels, il est nécessaire d'entrer dans quelques 
développements qui feront connaître en même temps les 
sous-divisions de cette première branche de lu mécaui<jue. 
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HéeaMl^ue «la |MlBt iMlérlcI. 

ItO. — On nomme point maldrtelune partie malérîelled'a^ 
str/. pf tiles diiiii^nsions pour qu'on uil le droit de considéier 
toutes les trajectoires de ses divers points mathcmaliques 
comme se confondant en une seule, qui est dite la trajectoire 
du point matériel lui-même. Sur un le) corps, le pohit d'ap- 
plicaliondc la force ne se distingue pas de la trajectoire ; il 
n'est autre que l'endroit précis où le point matériel se trouve 
sur cette tr^^ectoii-c à l'instant considéré. 

Toutes les forces qui sollicitent le mobile pussent ainsi 
par un mi^nic point; c'est le cas des forces dites cmtcour- 
raiite». 

Nous envisagerons un point matériel parfaitement libre, 
et un point assujclli à certaines conditions de liaisons, telles 
que de rester attaclié à l'extrémité d'une tige rigide et inva- 
riable, ou de se mouvoir constamment sur une courbe ou 
une suiface donnée d'où il ne peut s'échapper, quelles que 
soient l'intensité et la direction des forces qui agissent sur 
lui. 

Cette étude complète constituera le livre II de notre ou- 
vrage. 



.Hécanl^ntt «les Byslénics 4««lc«BqH«fi 4c pcInU 
malérlcla. 

41. — On nomme syitétne de point» matériel! un groupe 
de points qui sont dans une certaine dépendance les uns des 
aiiti-es, de telle sorte qu'aucun d'eux ne peut changer de 
position sans que les autres s'en ressentent plus ou moins 
directement. 

La dépendance est supposée établie, soit au moyen de liens 
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tels quo des tiges rigides ou des lils flexibles de longueur in- 
variable, soit au moyeu de forces qui s'exercent entre les 
points matériels deux à deux, et dont l'intensité varie avec 
récartement des points. 

On considère des systèmes libres, c'est-à-dire dans les- 
quels lin point quelconque peut prendre toute espèce de 
position dans l'espace, sous l'action de foices convenables, 
ei des systèmes assujettis à certaines conditions spéciales, 
c'est-à-dire dans lesquels un on plusieurs points ne peuvent 
quitter des courbes ou des surfaces données à priori ou 
l'extrémité de liens fixés pur l'autre exirémité. 

Les forces y ont alors toutes sortes de directions ; elles 
sout concourrantes en cliaque point individuellement, mais 
celles d'un point ne se rencontrent pas avec celles d'un autre 
point. 

Les liens ou les forces de liaisons peuvent avoir des va- 
leurs absolument arbitraires. La seule condition générale 
à laquelle elles satisfont, c'est que l'action est toujours égale 
à la réaction, on, ce qui revient au même, que les forces 
intérieui'cs développées entre les poinis sont toujours égales 
deux à deux et opposées. Les autres lois fondamentales sout 
également satisfaites, tant au point de vue de la conserva- 
tion que de l'indépendance des mouvements. 

I) est clair qu'une telle théorie embrasse à l'avance tous 
les cas réels possibles ; car un corps, de nature quelconque, 
peut être considéré comme formé d'un certain nombre de 
points matériels unis entre eux d'une oei'taine façon. Ainsi, 
les corps conçus comme absolument solides répondent à 
l'hypothèse de liens rigides et invariables entre tous les 
points; les corps gazeux répondent au cas de forces inté- 
rieures répulsives ou agissant pour écaiter les points les uns 
des autres; et ainsi de suite pour tout autre corps, qui peut 
être conçu comme correspondant à un certain mode de liai- 
sons. De même, des corps divers réunis entre eux sont 



,t,7rJM,G00glc 



64 LIVRE J. — MOTIONS TON DAMENT AL ES. 

représentes par autant de systèmes convenablement cons- 
titués, eiUrc lesquels existeraient des liaisons qui représen- 
teraient pi-écisément celles qu'on suppose exister entre les 
corps considénrs. 

Ii2. — Une telle élude est donc la plus généi-ale qu'on puisse 
entreprendre sur la matière i eu sorte que réunie t> celle du 
point matériel unique, sur laquelle elle s'appuie forcément, 
elle mérite le nom de mécanique générale que nous lui 
donnerons dans notre travail. Elle nous fournit ainsi des 
métbodes, au moyen desquelles les é(iuaiions d'un problème 
particulier quelconque peuvent toujours ôtre obtenues. La 
seule diUiculté consistera, pour chacun de ces problèmes, à 
déterminer exactement les poinis matériels et les liaisons 
auxquels on a réellement affaire; genre de recherches piva- 
labiés qui, bien souvent, est inabordable, mais qui ne laisse 
pas moins subsister ta i)Ossibilitc philosophique de la solu- 
tion dans tous les cas. 

La mécanique générale, en même temps qu'elle fournit 
à l'esprit cette pléiiitade tliéoriquc satisfaisante, offre eu 
outre le précieux avantage de faire connaître un certain 
nombre de proptiétés communes à tous les mouvements 
possibles, el indépendantes, soit de la valeur des forces, soit 
de la constitution particulière du système, indépendantes 
par conséquent de la nature quelconque du coips qu'on 
aura ultérieurement à envisager. En un mol, on sera sur 
d'avance que tous les corps et toutes les forces de la nature 
vérifient les propriétés générales dont nous parlons, puisque 
ces propriétés sontexclusivement déduites des u-ois lois fon- 
damentales, et que tout phénomène réel de mouvement s'ac- 
complit dans le cercle de ces lois. 

Cette partie de la science ne serait pas complète si on n'y 
consacrait pas une subdivision spéciale à l'étude des mou- 
vementi relalift.Eu effet, on commence par supposer, dans 
les livn's précédents, que les repères auxquels on rapporte 
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les mouvemeiits considérés sont absolument fixes dans l'es- 
pace; mais ces repères peuvent eux-mêmes changer de po- 
silion avec le temps, ainsi que cela a lieu, par exempte, 
pour tous ceux qu'on choisirait sur le globe terrestre. Le 
double mouvement de notre planète ne permet pas d'y 
prendre des points de comparaison immobiles. Il est donc 
essentiel de savoir passer de l'étude du mouvement des sys- 
tèmes, rapporté à des repères supposés fixes, à ce mouve- 
ment modifié et transformé par la mobilité de ces repères 
eux-mêmes, et qui a reçu le nom de mouvement relatif. C'est 
à cela que sera consacré le quatrième livre de notre ouvrage ; 
et nous aurons dès lors constitué la mécanique théorique 
dans sa plus grande généralité. 

fi3. — Mais par cela seul que cette mécanique eslgênéraie, 
et que ses déductions s'appliquent à une infinité de cas dis- 
tincts, elle ne permet pas de descendi'e prorundémcnt dans 
l'examen des circonstances caractéristiques de chaque mou- 
vement individuel . Si donc on voulait passer immédiatement 
de cette science aux applications du monde extérieur, on se 
trouverait en présence d'un inconvénient grave, consistant 
en ce que, outre la diSIcullé de déterminer les données 
réelles relatives à chaque problème, on aurait encore, une 
fois ces données reconnues, h efl'ectuer tout le travail analy- 
tique qui a dû échapper nécessairement à iitic pure théorie 
d'ensemble. On peut même ajouter que les vérités fournies 
par la mécanique générale seraient presque toujoui's sté- 
riles, eu ce sens que l'observation directe ne nous donne 
que des faits trop particuliers pour que leur connexion avec 
ces vérilés générales puisse être convenablement saisie. 

De là, la nécessité d'une deuxième partie de la Mécanique 
rationnelle, que nous nommerons Mécanique spéciale, 
par opposition à la mécanique générale, et dont le but est 
précisément de combler l'immense lacune dont nous parlons, 
et de servir d'intermédiaire entre la première partie de U 
I. s 
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science et les applications à la nature. Elle traite à toni nn 
certain nombre de cas tJiéoriqaes particuliers, dont les con- 
séquences offrentdes rapports pins ou moins saisissables avec 
le monde extérieur, et elle fournit ainsi des types d'assimi- 
lation aux cas réels les plus ft^quents. 

Nous allons indiquer les subdWislons de la mécaniqus 
spéciale. 



Héeantqne dea acHdM i^Métrl^BM. 

44. — On nomme corp» solidet gêométriquet ou simple- 
ment tolidei des systèmes dans lesquels les points maté- 
riels sont supposés maintenus à des distances invariables 
les uns des autres. 

Le Tait capital qni caractérise ces systèmes, c'est qu'on 
peut se dispenser d'y considérer directement le mouvement 
individuel de ctiaquc point matériel. Le mouvement d'un 
quelconque de ces points est susceptible, en effet, d'être dé- 
composé en deux mouvements simples : l'un de translation, 
commun â tous les points, l'autre de rotation, également 
commun, et s'cfTecluant ù chaque instant autour d'une cer- 
taine droite. Il en résulte que l'élude du mouvement total 
d'an système solide se ramène à celle d'un seul mouvement 
de translation et d'un seul mouvement de rotation. 

Toutes les conséquences qui concernent ces systèmes sont 
applicables au\ corps solides phyêi^uet, c'est-à-dire aux 
corps dans lesquels les particules constitutives ne peuvent 
prendre que de très-faibles déplacements, les unes par rap- 
port aux autres. Ou démontrera en effet que les principaux 
résultats des solides géométriques subsistent encore sans 
erreur sensible, lorsque les points matériels, au lieu de gar- 
der des positions relatives absolument invariables, peuvent 
se rapprocher ou s'éloigner très-jjeu les uns des autres. 
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Plusiears auteurs placent l'étude des solides tmiDédiate- 
ment après celte du point matériel, et ce n'est qu'à la fin de 
leur exposition qu'ils considèrent les systèmes les plus gé- 
néraux possibles. 

Tl nous semble que celte méthode a l'inconvénient de 
rompre l'enchaînement scientifique. Comme l'esprit entre- 
voit immédiatement que de tels systèmes ne sont qu'un cas 
très^rticulier, non-seulement parmi tons tes corps (|u'on 
peut concevoir, mais même parmi ceux qu'offre réellement 
la nature, on est en droit d'augurer, dans une telle classifi- 
cation, que la mécanique n'est qu'une série indéfinie d'arii- 
flces spéciaux pour chacun des problèmes qui se présentent. 
Tandis qu'au contraire l'examen préalable des systèmes 
quelconques permet de dégager une méthode de solution 
générale, qui, dans la plupart des cas réels, peut être effec- 
livemeni inapplicable, mais qui n'en a pas moius un carac- 
tère philosophique satisraisant. En outre, il est bon de 
constater dès le commencement que, parmi toutes les pro- 
priétés qui concernent les solides, il en est un certain nombre 
qui ne leur appartiennent pas exclusivement, mais qui con- 
viennent en même temps à tous les coi^s de l'univers. Il est 
bien plus logique, ce nous semble, d'envisager, quand ou le 
peut, l'ensemble de la science, afin de mieux apprécier l'im- 
portance et la destination de chaque théorie particulière. 
Disons enfin, it l'appui de notre manière de procéder, que 
'l'élude générale des systèmes est plus facile que celle des 
mouvements de rotation, et que, par conséquent, avant d'a- 
border cette dernière, il est désirable que l'esprit soit Diteux 
préparé. 
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ft5. — Les fluide* théoriques tJesUnés à servir de types 
d'assimilaiion aux fluide» réel* sont des systèmes de poinls 
matériels de deux catégories : 

Dans la première, ou suppose que le système est ineom- 
prettible, c'est-à-dire que les points matériels ne peuvent 
élie rapprochés davantage les uns des autres sous l'action 
de telles foires que ce soit, ils peuvent d'ailleurs étreséparés 
par l'efTort le plus minime. Il n'y» plus à proprement parler 
de système, et l'on peut admettre que les points matériels 
sont simplement au contact, sans développer entre eux au- 
cune action à distance. 

Dans la seconde catégorie, il existe au contraire uue action 
réciproque entre tous les points, action qui a pour effet de 
les écarter indéfiniment les uns des autres, tant qu'aucun 
obstacle u'empéche cet éloignemeut, désigné sous le nom 
d'expansion. Les points matériels peuvent d'ailleurs être 
rapprochés,oulesystèmepeutèire ccm;>rtme autant qu'on le 
veutjSOu&l'influencede forces convenablementchoisies. Outre 
les trois lois fondamentales naturelles auxquelles ces fluides 
théoriques, comme tous les autres corps, sont supposés sa- 
tisfaire pleinement, on admet qu'ils sont soumis à une qua- 
trième loi spéciale connue sous le nom de lai d'e'galUe' de 
transmission de* pressiotu. Cette propnélé, que paraissent' 
posséder effectivement les fluides réels, n'est très-certaîne- 
ment qu'une conséquence nécessaire de la ht de réaction; 
mais la difllcuKé qu'on a éprouvée jusqu'ici à l'en faii'e dé- 
couler logiquement a déterminé à l'adriiettrc comme une loi 
distincte, manifestée dii-ocicment par l'expérience. 

Dans les fluides, on ne se propose pas de déterminer les 
mouvements individuels des points ^ ce qui, sans parler de 
l'impossibilité absolue, n'offrirait aucun intérêt \ériiable. On 
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étudie seulemeitt les changements de figure qu'éprouve l'en- 
semble du système sous l'oction des forces qui le sollicitent, 
•u les lois qui en régisseut l'écoulement ù travers des ori- 
fices, second problème qui rentre en réalité dans le premier, 
conçu avec une sufDsanio généralité. 

Ces Oui des théoriques rournissenl des typeii d'assimilation 
aux fluides réels ; la première catégorie correspond aux li- 
quide» et la seconde aux gaz et aux rapntr». Cette subdi- 
vision de la mécanique est sonvent désignée sous le nom 
d'hydrodynamique. Son étude appi'ofotidie compoite des 
développements trcs-considérables, qui ontdouné'lieu à des 
traités spéciaux. Nous nous restreindrons naturellement aux 
résultats principaux. 



Men ««■«■!■ apéclAix et MaeliiBea thé«riqa«a. 

ù& — L'objet de cette dernière subdivision de la mécanique 
radonnelle est de constituer des types théoriques d'assimi' 
lation â un certain nombre de phénomènes réels. 

Nous étudierons spécialement : 

1' Le mouvement d'un solide géométrique doué d'une vi- 
tesse initiale ct.soumis âdeux forces, dont l'une est cons- 
tante et l'autre proportionnelle au carré de la vitesse. C'est 
à ce type que peut être rapporté le mouvement d'un solide 
physique réel, qui tombe dans l'air sous l'action de la pe- 
santeur, ou qui est lancé dans une direction quelconque, 
comme dans le lir des projectiles ; 

' i° Le mouvcmeiit d'un solide assujetti à demeurer sur noe 
courbe donnée, et sollicité par une force alternative qui, 
après avoir agi pour accélérer lemonvement sur une certaine 
partie de V> courbe, agit ensuite en sens contraire po&r le 
retarder. C'est le type des mouvements oscillatoires qu'on 
rencontre dans la nature. Le cas le plus intéressant est celui 
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OÙ la coarbe est un cei-cle et où la forc« est coosuate «a 
grandeur et en direction. C'est le type du mouvement du 
pendule sous l'action de la pesanteur; . 

3° Le mouvement d'un corps sollicité par une force qui 
passe constamment par un centre unique, et qoi varie en 
raison inverse du carré de la distance ; c'est, ainsi qu'on a 
déjà en occasion de le dire, le type des mouvements plané- 
taires. 

Nous ferons aussi la théorie de certains systèmes dits fu- 
nieulairet, qui consistent essentiellement en liens flexibles 
et invariables le long desquels sont distribuées des forces en 
nombre quelconque. On en trouve la réalisation, notam- 
ment, dans la chaînette et dans la courbe de» pontt sus- 
pendu» , 

Noos terminerons par quelques considérations sur cette 
catégorie si importante de systèmes qu'on désigne sous le 
nom de machine*. L'étude n'en est vraiment intéressante 
que dans la mécanique appliquée, où l'on peut compléter la 
théorie par les résultats de l'expérience. Aussi nous borne- 
rons-nous à envisager les plus simples de ces appareils et à 
exposer les principes généraux qui forment la base de la 
partie pratique. 

47. — Tout ce qui concerne les systèmes funiculaires et les 
machines simples est ordinairement présenté comme un 
chapitre -àe la statique. Nous expliquerons plus loin ce 
qu'on entend par ce mot, ainsi que les motifs qui nous ont 
fïit adopter une coordination différente. 

C*iuld^rBtl*a« mr \m nénanl^ac «ppll^aée. 

hS, — Cette seconde grande branche de la mécanique a 
pour but de résoudre les problèmes de mouvement effecti- 
vement présentés par la nature. 
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Sa métliode consista i reconnafire, par voie d'observation 
directe, à quel type théorique peut être afisimilé le cas réel 
qu'on a sous les yeux. L'assimilatiODuae fois établie, le pro- 
blème se résout comme ua problème purement rationnel ; 
le plus ou moins de concordance qu'offrent le» rétulUI» avec 
les phénomèues effectifs dépend du plus ou moins d'exacti- 
tude de l'assimilation elle-même. 

La principale difficulté réside dans le passage de Vabrtrait 
an eonertt. Ainsi, tandis que dans la mécanique rationnelle 
on considère des systèmes conçus à priori dan» certaines, 
conditions, où toutes les forces, tant intérieures qu'exté- 
rietires, sont déterminées sans préoccupation aucune du 
monde extérieur; dans la mécanique appliquée, au con- 
traire, on se trouve ea présence de corps effeotift, c'est-à- 
dire en présepce d'une matière incessaminent active, où les 
forces développées entre les molécules ne sont pas celles 
qu'on pourrait supposer arbitrairement, mais ont des va- 
leurs actuelle^, difficiles à bien apprécier. Les liaisons de 
tout genre, considérées théoriquement, ne sont jamais com- 
plètement réalisées; les tiges ne sont point invariables, les 
fils flexibles, les points supposés fixes sont toujours plus ou 
mCHns ébranlés, ainsi que les courbes ou surfaces sur les- 
quelles certains points sont as»t|ettis à demeurer. En un 
mot, les circonstances naturelles des phénomènes sont assec 
compliquées pour que l'assimilation puisse n'être jamais ab- 
solument rigoureuse. 

Un exemple éclaircira notre pensée : 

Rien de plus umple, en théorie, que de déterminer le 
mouvement d'un corps soumis à deux forces contraires, 
l'une constante et l'autre variant en raison directe du carré 
de la vitesse. Si maintenant on veut considérer le mouve- 
ment effectif d'un corps tombant librement dans l'air, on 
commence par éprouver de grandes difficultés expérimen- 
tales pour apprécier ce mouvement. Que si l'on vient à bout 
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de les vaincre, et qu'on évalue exaciemenl les posilioiis du 
mobile aux différentes époques de sa cbiite, on reconnaît 
que ce mouvement est assez voisin du mouvement théorique 
calculé, mais ne lui est jamais rigoureusement identique. 
En sorte que Jusqu'ici l'on n'est pas parvenu ù assigner la 
valeur précise d'une force équivalente h la résistance de 
l'air; d'où il ressort nettement : 

1° Que l'observation expérimentale sur laquelle doit se 
baser l'assimilation peut donner lieu à des difficultés praii- 
. qnes très-considérables ; 

2° Que, malgré les soins les plus délicats, il arrive sou- 
vent qu'on ne puisse pas faire une assimilation complète- 
ment exacte. 

En mécanique appliquée, toutes les erreurs des résultats 
obtenus sont uniquement dues aux erreurs commises dans 
les observations préliminaires. Aussi doit-on toujours, au- 
tant que possible, contrôler ces résultats, c'est-à-dire exa- 
miuer s'ils sont conformes ou non aux faits naturels. Cette 
vérification montre jusqu'à quel point était légitime l'assi- 
milation qu'on avait cru pouvoir établir. 

69 — , La seule force naturelle dont on aitsti jusqu'ici tenir 
exactement compte est la gravitation universelle, dont la 
pesanteurn'esi qu'un cas particulier. L'observation a prouvé 
que la cause inconnue en vertu de laquelle les astres de 
notre système efTectneni leurs mouvements est absolument 
équivalente n une force d'attraction qui varierait en raison 
inverse du carré de la dislauce. Si la pesanteur paraît être 
une force constante, cela tient à ce que les divers corps 
pour lesquels nous l'estimons ne subissent, par rapport au 
centre de la terre, que des variations de distance qui sont 
insensibles et conséquemment sans influence sur la valeur 
observée de la foree. 

Toutes les autres causes naturelles se sont dérobées jus- 
qu'ici à nue évaluation exacte, c'est-à-dire qu'il est impos- 
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sible d'assigner aucune force thi'oriqiio qui sott exactement 
équivalente à la cause considérée. Aussi faut-il multiplier 
les observations et modifier les résultats du calcul au moyen 
de ce qu'on nomme des coefficicntt de correction. On peut 
dire que la mécanique appliquée, sauf la partie astronomi- 
que, est caractérisée par l'introduction de ces coeflScieots 
dans toutes les formules théoriques. 

L'assimilation des corps réelsavec des types abstraits 
offt% souvent de si grandes difficultés qu'il est préférable de 
chercher directement, au moyen d'expériences, un certain 
nombre de lois secondaires qui dispensent de ramener le 
problème à celui d'un système conçu à priori. C'est ainsi, 
par exemple, que la loi reconnue de Végalité de trantmii- 
tion de* pretiioti» permet d'établii" tout de suite certaines 
équations sur les fluides, sans essayer de voir en eux des 
systèmes de points matériels assemblés d'une certaine façon 
abstraite. Nous pensons même que, vu l'extn^me ignorance 
où nous sommes de l'éiat réel de la plupart des corps, la 
méthode la plus efficace consisterait ù accepter dans chaque 
question, comme bases des calculs, un certain nombre de 
faits spéciaux établis par une expérimentation directe. Ce 
serait probablement plus fécond que àv s'efforcer, au moyeu 
d'une analyse laborieuse, de resserrer la chaîne des phéno- 
mènes an point de les faire rentrer dans un petit nombre de 
lois générales. La plupart du temps, la nature échappe à ce 
lien mathématique et nous oblige, pour l'y ramener, à re- 
courir il des coefficients de correction qui sont presque, par 
leur importance, une négation véritable des formules. 

L'astronomie, autrement appelée mécanique céleste, ap- 
partient naturellement à la mécanique appliquée. Toutefois, 
vu l'exactitude avec laquelle on a pu tenir compte 'de la gra- 
vitation et se dispenser ainsi de tout coefficient de correc- 
tion, og est dans l'usage d'exposer ses principaux résultats 
dans la mécanique spéciale. 
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5Ù. — En résumé, la coordination adaptée dans notre ou- 
vrage est la suivante : 

I. Mécanique rationnelle. 

Notions fondamentates: . Lima i. 

l" PARTIE. - Méeaniqw gMratt. 

Point matériel livbb ti. 

Syslèroea <]aelcon<]ue3 de points malârieU . . livu ni. 
Uouvement relalif. uvrk iv. 

V PABTIE. — Méeaniqut ipéeiaU. 

Solides gtemétriques ltvbs t. 

Fluides théoriques livhe vi. 

ItlouvemeDla spéciaux ; machinefi théoriques. . Livaa vu. 

II. Mécanique appliquée. 



DerBlera ^lalrcl«WMenii sar le pr*kliH« 
■écanl^ae. 

51. —Le problème mécauique coasisl«i toit à trouver les 
mouvetnenta quand on connaît les forces, soit à trouver les 
forces quand on connaît les mouvements. 

C'est cette sscondefaceduproblème qui mérite dea éclair- 
ciasements. Pour cela, nous allons établir quelques défi- 
nitions dont nous ferons fréquemment usage dans la suite 
de cet ouvrage. 

On dit qne deux groupes de forces aont équivalent», sur 
uo corps ou un système de corps donnés, lorsque ces deux 
groupes sont susceptibles d'imprimer au système le ni4me 
mouvement. Lorsqu'une force unique est équivalente k un 
groupe d'autres forces, on dit qu'elle est la réntltante tje 
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ce$ dernières; réciproquement, celles-ci sout appelées les 
ûompotanleM de la Torce unique. 

Nous verrons plus lard qu'oD groupe de forces n'a pas 
toujours une résultante, mais qu'il y a toujours une ioQaité 
d'autres groupes qui lui sont équivalents. 

D'après cela, quand on veut déduire de la coonaissance 
d'un mouvement celles des forces qui peuvent le produire, 
le problème est indéterminé, puisqu'une infinité de groupas 
distincts satisfont aux conditions. 

Ce qu'on se propose alors de trouver, c*est le groupe te 
plu» timple pottihle, c'est-à-dire le groupe composé 4u 
moindre nombre de forcet pottihle. Quand, par esempiet 
le mouvement est susceptible d'être produit par une force 
unique, c'est cette résulunte qu'il s'agit de trouver. 

Il n'y a d'exception à cette règle que lorsqu'on connaît 
positivement, à priori, l'existence de certaines forces qui 
coopèrent au mouvement. On-veut alors trouver le moindre 
nombre pottihle d'autres forces qui, combinées avec celles 
qu'on connaît déjà, produisent le mouvemeut considéré. 
Soit, par exemple, un corps solide se mouvant dans l'air, 
d'une manière connue, sous l'action de forces inconnues. Si 
une force unique pouvait engendrer ce mouvemeut, ce n« 
serait pourtant pas cette force qu'il s'agirait de déterminer, 
parce qu'on sïit à l'avance : 1' que le corps est soumis à la 
pesanteur j 3° qu'il subit la résistance de l'air, qui est une 
force de sens contraire. Ce qu'on demande, c'est le moindre 
nombre possible d'autres forces qui, s'unîssant à la pesan- 
teur et à la résistance de l'air, produiraient le mouvement 
observé. 

On verra qu'une fois l'un des groupes trouvé, tout autre 
groupe, répondant à la question, se déduit aisément de la 
connaissance du premier. Il n'y aurait donc aucun intérêt à 
cbercher directement l'un de ces groupes, de préférence au 
plus simple, tandis qu'il y a au contraire un intérêt très- 
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grand à chercher ce groupe le plus simple ; car il offre le 
plus de facilités possible à l'esprit pour se rendre compte de 
l'ensemble du phénomène. 

L'iadétermination n'existe pas quand on veut passer de la 
connaissance des forces à celle des mouvements : dès que 
les forces sont assignées, le mouvement s'ensuit nécessai- 
rement. 

52.' — On dit que des forces ëe font équilibre oxx tant en 
équilibre sur un corps ou sur un système ,dc corps, lors- 
qu'elles sont absolument sans inlluence sur le mouvement: de 
sorte que ces forces peuvent être à volonté introduites ou 
supprimées sans que le mouvement en soit modifié. 

Il suit de cette définition que des forces en équilibre, qui 
se mettent à agir sur un système en repos, laissent ce système 
en repos. On dit alors qu'il e*l en équilibre sous l'action 
des forces. 

Il est visible que les conditions auxquelles un groupe de 
forces doit satisfaire pour être en équilibre sur un système 
donné sont plus simples que les conditions relatives à un 
mouvement déterminé que ces forces devraient commu- 
niquer au système ; car, dans ce deiiiier cas, la valeur des 
forces doit dépendre de la position des points matériels, 
du temps écoulé, des masses sollicitées. Dans l'équilibre, au 
contraire, le temps n'intervient pas, puisque les forces sont 
supposées ne pas influencer le mouvement, à une époque 
quelconque. Pour le même motif, la position absolue des 
divers points du système n'intervient pas non plus: il ne 
peut s'jigir que des situations relatives des points d'apjjlica- 
liou des forces dans l'ensemble du système. Les masses sont 
également étrangèresaux conditions, car, si en modifiant ces 
masses on détniisait t'équilibre, réciproquement en repas- 
sant des nouvelles masses aux anciennes, on rétablirait 
l'équilibre : or des changements de masses ne peuvent avoir 
pour résultat que d'accélérer ou de ralentir un mouvement. 
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et DOn de faire uaitrt; iiite rcsistanct; (létei-minée qui em- 
pêche le mouvemeiil produit par des forces. 

Ainsi, les couditious d'équilibre d'un groupe de forces ue 
dépendent que de la valeur et de la direction de ces^orces, 
ainsi que des positions relatives de leurs points d'appli- 
cation. 

C'est pour cette raison que dans plusieurs ouvrages on 
recherche directement ces conditions d'équilibre, préala- 
blement à toute considération de mouvemeut, et on en pré- 
sente la théorie sous le nuin de Statique. L'étude des phé- 
nomènes de mouvement proprement dits constitue alors la 
Dynamique. 

S3. — Une telle méthode nous semble peu satisfaisante 
pour l'écrit ; car il est bien évident que l'équilibre n'est 
qu'un cas particulier du mouvement, et qu'en générai un 
groupe de forces donné ne se fait pas équilibre sur un sys- 
tème- Il est donc bien plus logique d'éublir les relations 
qui existent, dattt loua les eat, entre un groupe de foi'ces 
quelconque, et d'exprimer ensuite, dans le cas particulier de 
l'équilibre, que le mouvement qui correspond aux forces en 
équilibre est uul, puisque le mouvement général ne se res- 
sent pas de la présence de ces forces. De cette façon les di- 
verses propositions de la statique sont déduites au fur et à 
mesure des résultats mécaniques. D'ailleurs la méthode 
que nous repoussons n'offre aucune supériorité au point 
de vue de la facilité des démonsli'atians, car ce qu'on évite 
en statique, on le retrouve plus tard en mécanique ; et fina- 
lement, en envisageant l'ensemble de la science, on a toutes 
les difficultés inhérentes à la théorie du mouvement, après 
s'être donne la peine d'employer des artifices spéciaux pour 
consUlucr directement celle de l'équilibre. 

Nous dirons enfin que tes théorèmes de l'équilibre ne sont 
vraiment rigoureux que lorsqu'on les déduit des lois du 
mouvement. Quand on essaie de les ramener à une pure géo< 
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métrie, on manque d'une base suffisaole, ainsi que nous le 
constaterons plus lard : car la tliéorie de l'équilibre, uussl 
bien que celle du mouvement, repose sur les lois fondamen- 
tales fournies par l'observatiou, auxquelles on ne peut sup- 
pléer par aucun artifice de la logique. 

Il ne nous parait pas que ces inconvénients soient ra- 
chetés, an point de vlie didactique, par des avantages po- 
sitifs, et que la considération des forces en statique prépare 
mieux l'esprit aux phénomènes de la dynamique. Loin de là: 
on éprouve au contraire une sorte de surprise à associer dé- 
sormais la notion de la force à la pensée du mouvement, et 
à tenir ciïmptc de la masse des corps, dont l'équilibre avait 
déshabitué. Ou se trouve subitement introduit dans un ordre 
d'idées si différent qu'on est tenté de se demander si ces 
forces, qu'on considère ai^onrd'hui, situt bien les mêmes 
qu'on considérait auparavant, et si la notion qu'on avait 
reçue n'a pas besoin d'être complétée, maintenant qu'on 
aborde des phénomènes bien plus généraux. 



,t,7rJM,G00glc 



PREMIÈRE PARTIE. 



MÉCANIQUE GÉNÉRALE. 



n,g,t,.i.dt, Google 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



LIVRE DEUXIÈME. 



MÉCANIQUE DU POINT MATÉRIEL 



CHAPITRE PREMIER. 

PROPOSraiONS rafiLIMINAIRES. 

5à. — Lorsqu'uDe force coasuiotc en grandeur et eu direc- 
tion sollicite un point malérie), l'accélération est constante. 

Soit (f la vitesse ac()uise par le point matériel au bout de 
la première unité de temps, je dis que la vitesse acquise 
sera 2<f au bout de la deuxième unité de temps, 3<f au bout 
de la troisième, et ainsi de suite; ce qui montrera que l'aug- 
mentation de vitesse pendant chaque unité de temps, c'est- 
à-dire l'accélération, est constante. 

En effet, an bout de la première unité de temps, imagi- 
nons un autre point matériel à câté du précèdent, et iloiié 
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dK la mMe vitesse ^. — Ce mouvoDieiU tie innslalion (f, 
commun aux deux poinu, ne devra pas, pendant l'unité de 
temps suivaute, altérer le moiivement particulier que la 
force donnée imprimera à celui des deux points qu'elle sol- 
licite (troisième loi fondamentale du mouvement). Donc, ce 
dernier point acquerra une nouvelle vitesse cf par rapport à 
l'autre, qui possède déjà cette mémo vilesse. Sa vitesse ab- 
solue sera donc ^. Un pronverait de même qu'elle sera S(^ 
aprà» le troisième temps, et en général n^ après n unités 
de temps. 

Contéquencet. — Une force constante en grandeur et en 
direction prodoit donc un mouvement rectiligne uniformé- 
ment-varié, dans lequel, par conséquent, la vitesse acquise 
croit proportionnellement au temps. 

Réciproquement, quand un mouvement a lieu en ligne 
droite et d'une manière uniformi-ment vai-iée, on peut tou- 
jours concevoir une force constante convenable, capable de 
le produire. 

Au contraire, une force variable ne saurait engendrer un 
semblable mouvement. 



Pr«p»sllloM deaxléme. 

66. —Deux forces constantes en grandeur et en direction 
sont entre elles comme les accélérations qu'elles imprime- 
mient à un même point matériel. 

Soit F une force, tij l'accélération qn'elle communique à 
un point matériel : je dis qu'une force double 3F imprimera 
une accélération double S<f, une force 3F nneaccéléi'ation 
if, et ainsi de suite; ce qui montrera que les accélérations 
augmentent dans le rapport des forces que l'on choisil. 

Prenons en effet denx points matériels éganx, l'un solli- 
cité par la force F, et l'autre par la force 3F. On peut ronsi- 
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dérer ces deux points commeayanlun mouvemeot commun, 
celui qui est produit par lu force F; en outre, un de ces 
points reçoit un mouveneat particulier, qui est produit par 
la deuxième force F à laquelle il est soumis. Ce dernier 
mouvemeat s'exercera coaune si l'autre n'avait pas lieu : le 
point recevra donc, en vertu de ce second mouvement, une 
nouvelle vitesse (f, égale à celle qu'il reçoit d^à en vntu de 
son mouvement commua. Il recevra donc finalement, an 
bout, de l'unité de temps , une accélération totale Sif. On 
démontrerait de même que , s'il était sollicité par une 
force SF , il recevrait une accélération triple , et ainsi de 
salle. 

Coméquenca, — L3. vitesse communiquée par la force F, 
étant représentée par i^ au bout de l'unité de temps, sera 
égale à <f/ au bout d'un temps quelconque i, d'npi^ la 
première proposition. La vitesse communiquée par une 
force nF sera, au bouidu même temps, n^l. Ces vitesses '^t 
et n^t sont entre elles dans le même rapport qne les accélé- 
rations [f et Rtf, ou dans le même rapport que les forces. 
On peut dooc éaoncer la proposition ci-dessus en disant que 
deux forces constantes sont entre elles comme les ritcssos 
qu'elles coaunuoiquent k un même point matériel au bout 
du mC>me temps. 

il ressort également de la démonstration qui précède qtie 
]ffi espaces que font parcourir deux forces, an bout du nu^uie 
temps, sont proportionnels à ces forces. 

56. — Nous croyons utile de reproduii'c ici r:irlifice, plus 
ingénieux que solide, employé par M. Poisson pour se dis- 
penser, à cette occasion , de s'appuyer sur la troisième l(ù 
expérimentale du mouvement. 

Ce savant, après avoir considéré deux forces /'et f, agis- 
sant simultanément sur le point matériel, et capables de 
communiquer isolément à ce point, pendant le temps très- 
potit T, des vitesses respectives h et w', énonce que la vitesse 
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produite par rGiis<;mble des doux forces ser» »+"'■ Pour 1p 
déinonlrer, il fitit le raisonnement suivant* : 

« L'augmentation de vites&e dn mobile ne pourra dé 
n pendre que du temps T auquel elle aéra proportionnelle^ 
« et de IVtai de ce point matériel, ou, autrement dit, do sa 
K position et de sa vitesse pendant le même temps t ; ce ne 
« *0rail donc qu'en influant tur cet élat que l'acllon de 
« la force /* pourrait modifier la vitesse qui sera produite 
« par la force f. Or, pendant le temps t, la distance du mo- 
« bile à un point fixe et sa vitt^se ne peuvent varier que de 
« quantités infiniment petites, négligeables par rapport à 
« ceii« distance et à cette vitesse elles-mêmes. Par consé- 
« quent.la vitesse que produira la force /'pendant cetinter- 
•I valle de temps t, ne saurait être modifiée en aucune ma- 
u nière par l'action simultanée de la force/"; donc, etc., etc.» 
• Il est immédiatement visible que la première phrase de ce 
raisoDDement renferme deux pélitions de principe, que nous 
avons ccriies on italique pour les faire ressortir. 

En effet, qu'est-ce qui montre en premier lieu, à priori, 
que la vitesse produite par les forces combinées fcl /' tera 
proportionnelle au t&mpt '.? M. Poisson a défini foi-ces 
eonttantei celles qui donnent des augmentations de vitesse 
proporUonnelles au temps. Les forees /"et f sont supposées 
être individuellement des forces consumes. Mais qu'est-ce 
qui prouve que leur ensemble constituera aussi une force 
eonttante, c'ost-ik-dire, d'ai^rès la définition qu'il adopte, 
constituera une force qui pi'oduit des augmentations de vi- 
tesse proporiionnellcs au temps? 11 faudrait avoir démontré 
préalablement que deux forces, eu se combinant, ue portent 
pas réciproquement altointo ii leur manière d'agir. Or, c'est 
justement là ce qui est eu question. En second lieu, qu'est-ce 
qui prouve que ce n'est qu'en infiuant tur la potilion et la 

' Traiié dr Méeaniqut, 1. 1", pape.iîl.1 etMilïnnips. 
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eitegte du poiut que lu force /" poun-nît modifier la vilessc 
produilc par lu fuixic f? Aucune coRsidéralion à priori ne 
permet d'affirmer que les forces /"et/* n'influcnceroui pas 
1*601 proquem eut leurs effets, /«arctf/u teal qu'elle* agittent 
ensemble. C'est admettre une seconde fois ce qu'il faut dé- 
montrer. 

Aiusi 56 trouve vérifié ce <[ue nous avancions au ii" 57. 
0» voit à quels itiogismes ou est forcément eiitiutnê, quand 
on i-efuse de prendre franchement l'expérience ))Ouf pre- 
mière base des déductions mécaniques. 



Pr*pMllloH IrsUiAMe. 

57.— La valeur numérique d'une foice constante est égaie 
il l'accélération qu'elle communiquerait à l'unité de masse ; 
on peut dire aussi qu'elle est égale à l'accélération qu'elle 
communiquerait à une masse quelconque, mulUpliée par la 
mesure de cette masse. 

.Soit F une force consiatiie eu grandeur et eu direction, 
qui agit sur l'unité de masse, et <{' l'accélération qu'elle lui 
communique. L'unité de force, agîssûnl sur cette même 
unité de masse, luicommunigire, d'après la définition (n°17), 
une accélération égale a l'unité de longueur. En vertu de la 
proposition qui précède, deux forces sont entre elles comme 
les accélérations qu'elles communiquent à la même masse. 
Donc la force F, qui oommuniqiic une accélération >\i fois 
plus grande que celle qui correspond à l'unité de force, est 
égale ù <^ fois cette unité de force, ce qui est là précisémcut 
la valeur numérique de cette force F. Ainsi, le nombre d'u- 
nités de forces représenté par ta quantité F est égal au nom- 
bre d'unités de longueur représenté par la quanlité <^. 

Si la force F, au tien de solliciter l'unilc de masse, solli- 
citait une masse quelconque m, elle lui communiquerait une 
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accélératioD (^ qui serait m fois moindre ; car les masses 
étani, par définition, proportionnelles aux forces qui leur 
impriment la même vitesse, il faudrait une force m fois plus 
grande que F pour communiquer à la masse m l'accélération 
qui était tout à l'beure donnée à l'unité de masse. La force F, 
étant m fois moindre que cette force nécessaire, communi- 
quera donc une accélération m fois moindre à cette masse m. 
On doit donc multiplier (f par »n pour reproduire un nombre 
égal ù ^, ou, ce qui revient au même, égal h la valeur de ¥. 
Ainsi l'on a ; 



ce qui est la deuxième partie de la pi'oposition annoncée, 
et la forme sous laquelle on s'en sort le plus oi-dinairemcnt. 
Conséquence. — La vitesse V produite par une force 
constante, au bout d'un temps quelconque t, est égàh à <f/- 
La relation ci-dessus peut, en conséquence, s'écrire 

. = ?, 

ce qui signifie qu'une force constante en grandeur et on 
direction, qui sollicite un point matériel, est égule au pro- 
duit de la masse par la vitesse acquise an bout d'uu temps 
quelconque, divisé par ce t«nps. Le produit >nV a reçu le 
nom de quantité de moitvemenl, expression qui a pour but 
d'éviter une répélition fastidieuse. D'un auti-e côté, le pro- 
duit F' a reçu, pour le même motif, le nom d'impultionAo 

mV 
la force. La relation F^=— --, qui peiil se metti-e sous la 

forme 

Vt = m\, 

signifie donc que l'impulsion de la force, au bout d'un temps 
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quelconque, est égale à la quaniilé de moiivemeni actjuise 
par le poiiil malériel. 

58. — Des relations niialogues peuvent être établies pour 
les Toi'ces d'intensité vai-ïable, mats de direction consuinte. 

Soit on effet une forée F, dont la grandeur varie à chaque 
instant. Si cette force gardait pendant l'uniic de temps sa 
valeni' at-liicllc F, sans augmenter ni diminuer, elle commu- 
niquerait nne accélération if, qui, d'api'ès ce qu'on vient de 
voir, serait liée à la valeur de F par l'équation 

F = m 9- 

Mais cette accélération i^, étant égale au nipportdela vi- 
tesse coinmuniqtxk^ pendant un temps quelconque, par la 
force constante, au temps employé à la produire, a pour 

AV 

valeur la limite de -r- , en désignant par AV l'accroissemenl 

de vitesse qui serait dfi à la force constante. Or, à la limite, 
la force constante, qui n'agit avec cette intensité constante 
que pendant tin temps infiniment court, ne se distingue plus 
de la force variable elle-même agissant pendant cette durée. 

AV 
Par conséquent aussi, l'accéléi'ation limite y-- ne se distin- 
gue plus de l'aceéli'ration duc à la force variable, c'est-à- 
dire de l'accélération dn mouvement varié déterminé par la 
force donnée; or, cette dernière accélération est, comme 

on sait (n" 6), repnjscntce par lim xr ou "j; i en appe- 
lant V la vitesse eifeetive dn point matériel. Donc, la rela- 



subsiste encotv, en considérant que <f y di^igue, non plus 
une qir;itilile cotiManlc, mais une quaiilile -j-- .variable peu- 
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dant toute la durée de l'action de la force. On laisse ordi- 
nairemeut à t^ celle deraîère Torine, et on écrit en consé- 
quence 

dt' 
on peut aussi lu iraiisformei- eu 



f¥di = fmd\ = mV, 



et énoncer, comme uupuravanl, que l'impulsion esi égale 
k la qiiaDiilé de mouvement, en appelant impulsion l'inté- 
grale / ¥dt, qui, dans le cas delà force constante, se réduit 

à F*. 

11 résulte de celte démonstration que tout mouvement 
recUiigne varié peut être envisagé comme dû à une force 
d'inieDsiié variable et de direction consunte. Il suffit, en 
effet, que la valeur de cette force à chaque instant soit égale 
à la masse qui se meut, multipliée par l'accélération, à ce 
même instant, du mouvement donné. 

59. — Les relations que nous venons d'établir, pour les 
forces constantes et variables 

(conslanle) F ^= w»tf ;= — , 



dt ' 

impliquent que l'unité de masse est choisie de manière à ce 
que, sollicitée par l'unité de force pendant l'unité de temps, 
elle acquière une vitesse égaie à l'uuité de longueur. C'est 
la condition sur laquelle nous nous sommes appuyé dans le 
cours de la démonstration de notre troisième proposition. 
Peu importe, d'ailleurs, la valeur absolue de chacune des 
autres unités adoptées. 
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Si l'onib^ de niasse ne satisTaisalt pas à ceUc condition 
capitale, les relatious ci-dessus n'auraient plus lieu. La seule 
chose qu'on pourrait démontrer, indépendamment de toute 
espèce de choix d'unités, c'est que deux forces sont entœ 
elles comme les produits des masses qu'elles sollicitent par 
les accélérations qu'elles leur communiquent. C'est ce qui 
résulte : 1° de ce que deux forces sont proportionnelles aux 
accélérations qu'elles communiquent à la même masse; 
2° proportionnelles aux masses auxquelles elles donnent la 
même accélération. Car, soit F et F' deux forces, m et m' 
les masses sollicitées, ^ et <sf' les accélératioDs produites : si 
l'on prend une troisième force F" telle que, sollicitant la 
masse tn, cite lui donne l'accéléi-atioa if', on aura, entre F 
et F", la proportion 

¥ : ¥■' : : t^ : <^' ; 

et de même entre F" et F', la proportion 



En multipliant terme à terme, il vient 

¥:¥":: m<^ : m'ij' ; 

rebUon indépendante, je le répète, de toute valeur particu- 
lière des unitésde force,de masse, de longueur et de temps. 
Cette proportion peut aussi s'écrïre : 



F : F" : ; 


mV 


mT 


■ ~ ■ 


— = 


au même 






^■■■'' 


— ^' 



NoBS voyons par là qu'entre l'impulsion d'une force ei II 
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quantité do mouveaient communiquée au bout d'un temps 
quelconque, i) y a un rapport numérique constant, le même 
pour toutes les forces. Si nous appelons K ce rapport, lu 
relation ci-tles&us sera exprimée en posant, pour une force 
quelconque t\ 

F/ = K. mV ; 

l'elation qui dilTèi^ de c«lle déjà trouvée au n° S7, en ce que 
le deuxième nombre y i-enferme une quantité constante K, 
qui se reproduit pour toutes les forces que l'on considèi'e. 

La présence de cette quantité lient préeisi'ment à ce que 
nous avons laissé les diverses unités de force, de masse, etc. , 
entièrement arbitraires ; et il est visible que, si nous repre- 
nions celles dont nous sommes coitvcnus de faire effective- 
ment usage, la quantité K disparaîtrait, ou, ce qui est plus 
exact, deviendrait éj^ale à Ijcar la it'Iation F/:=Km»V, 
ayant lieu quelle que soit la force considén'e, on peut l'ap- 
pliquera l'unité de force sollicitant l'unité de masse pendant 
l'imité de temps. On sait alors, d'après la manière même 
dont a été «choisie l'unité de masse, que la vitesse acquise 
est égale à l'unit»- de longueur. La quantité K devant donc 
convenir au cas où l'un a à la foisF^l, (=1, m^=l, V=l , 
est ellenni^me égale h i . 

Ainsi, pour que K disparaisse de la relation, et pour qu'on 
iviombe sur celle déjà trouvée 

Vt = mV , 

il fjutque F, t, V et m puissent être supposés simultané- 
ment égaux à l'unité; ce qui i-evieiit à dire que l'unité de 
iiiiisse doit être choisie de manière à ce que, sollicitée par 
l'unité de force pendant l'unih^ de temps, elle acquière une 
vilcàse égale à l'unité de longueur. Cette condition néccs- 
Miireest d'ailleurs suffisante; pourvu qu'elle soit remplie, on 
l>eut donner telles valeui-s qu'on voudra aux unités de force, 
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de temps et de longueur, la quantité K n'en Mra pas moins 
égale à 1 . 

Ainsi, la convenance de simplifier la formule F/:=K;nV 
et de la lanicner à ft==m\, n'introduit que la seule ron- 
dilion de choisir l'unité de masse dans une certaine coiTCS- 
pondance des autres uniti«, prises d'ailleui-s arbitrairement. 
Ou aurait donc pu, sans cesser de satisfaire à cette condi- 
tion, choisir les unités autrement qu'on ne l'a fait. 

A ro propos, qu'on nou* permette une remanjuc, élrangère d'ail- 
leurs à l'objet direct de ce cours, mais qui n'est pas sans un certain 
intérêt i^rientifique. Nous voulons parler des résuIlHts qu'aurait eus 
le choix d'un milTe différenl de noire mètre actuel. Si, au lieu de 
prendre pour celle unité la dix-mi 11 i on niëmc partie du quart du mc- 
ridieii terrestre, on a\ ait pris la vitesse acquise, au bout de l'unité (le 
temps, par un corps tombant librement dans le vide, sous l'action de 
la pesanteur, on aurait apporté certaines ïimpliricalions aui formules 
mécaniques. Dans cette hypothèse, l'unilc de masse, au lieu d'élro 
é^ali' à la masse d'un corps pesant g kilogrammes, aurait été celle 
d'un cor|is pesant un seul kilt^ramme. Car un tel corps tombant sous 
son propre poids acquiert, au bout de l'unité de temps, une vitesse 
égale à g, ce qui serait préciï<ément alors une vitesse égale à l'unité 
de longueur. La masse d'un corps quelconque aurait ainsi été expri- 
mée numériquement par son poids, et la relation m=— serait de- 
venue simplement m=:P. Par suite, la quantité 9 aurait disparu des 
formules où elle ligure aujourd'hui perpétuellement. 

Pour n'en citer qu'un exemple, la relation ¥=:—— renferme ac- 
tuellement le nombre d'une manière implicite, puisque? étant le 

p 
poids du point matériel, onam:=— , et par conséquent. 



Avei' la nouvdiu unité de longueur dont nous parlons, cette rdalton 
auraiteu la furme plus simple 
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Sans multiplier les exemples, il est évideDtquef|doil,ea mécanique, 
figurer implicitement ou explicitement à peu près partout; car ce 
nombre est lié inévitablement à la masse des corps considérés, nta^u 
t|ui intervient dans la plupart des problèmes de mouvement. On au- 
rait donc gagné une simpliâcation de calculs , en même temps 
qu'on aurait eu une unité de masse plus naturelle i l'esprit; car, il 
Taut le reconnaître, od songe plutôt à la masse du corps qui pèse l'u- 
nité de poids, qu'à celle d'un corps pesant g fois œtl« unité. 

11 ne»emble pas, d'ailleurs, qu'il y ait de motif spécial de cliuisi rie 
mètre comme on l'a fait, plutôt que de l'autre matière. Oo a mis en 
avant cos deux considérations : 

1° Qu'il importaitd'en prendre la valeur dans la nature, afin qu'elle 
ne fût pas exposée à varier dans la suite des temi»s ; 2* que le mètre 
actuel a un rapport très-si m pie avec l'ancienne unité de longueur [la 
loîM vaut sensiblement deux mètres).. Mais il est aisé de voir qu'au- 
cune de ces considérations n'est exclusive au métré actuel. En effet. 
la valeur de g, vitesse acquise au bout de l'unité de temps, est tout 
aussi fixe, pour un lieu déterminé, que la dix-millionnième partie de 
la distance du pôle k l'équalcur. Klle est bien plus facilement mesu- 
rable, au moyen du pendule, par exemple, qui fournit, pour un lieu 
quelconque, la relation 



r = »Vj. 



en appelant T la durée totale de n oscillations el I la longueur du pen 
dule. Un en déduit 



- re|>résentejuslemenl la mesure delà longueur du pendule, évaluée 

9 

en nouveaux mètres égaux à g. Par conséquent, le nombre abstrait 

-j-j désigne la fraction du nouveau mètre que représente la Iotw 

^eur éfléctive de ce pendule ; ce qui permet, i un moment quelcon- 
que, de retrouver le nouveau mètre en fonction de la longueur du 
pendule qui sert i l'expérience. Ce mèlre varierait naturellement 
d'un lieu à un autre, puisqu'il est lié au nombre d'osci lirions obseri 
vées, lequel, pour une même longueur de pendule, dépend du lieu 
que l'on a choisi. Ces différences entre les mèlre», ainsi calculés pour 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



PROPOSITIONS PlfiUMlNAIRES. 93 

fé divers paraHèles du globe, ont loiira analoguesi dans les mètres 
acluela mesuras sur leit raérittiens, puisqu'on sait que tous les mért- 
diensn'nntpasla même longueur. Les mètreade deux lieux diflerents, 
calculés avei- un même pendule, seraient d'ailleurs entre eux danttle 
rapport inverse des carrés des nombres d'oscillations effectuées dans 
UD même temps. Ce rapport est beaucoup plus aisé à obtenir que lors- 
qu'il tavA recourir i ta mesure directe des deux méridiens. 
Quant à la seconde cxtnsi ^ration, nous répondrons que le nouveau 



décimètre. 



égal à ^: , ou, pour Paris, à 0,9808 du mètre actuel, au- 
rait oETert avec la loiso sensiblement l'ancien rapport {. A vrai dire, 
nous croyons qu'il vaudrait mieux encore que ce rapport simple 
n'existât pas, car il contribue â perpétuer le fâcheux usage des an- 
ciennes mesures, On ne saurait tirer une objection de ce que, dans ce 
nouveau système, l'unité habftuelle aurait été inévitablement, non 
pas le mèlre, mais le décimètre. C'est ce qui a lieu aujourd'hui pour 
une foule de mesures : ainsi, le kilogramme, l'hectare, le kilomètre, 
le roillimëlre, sont devenus, pour l'esprit, des quantités aussi simples 
que leurs unités correspondantes. Le nouveau décimètre aurait eu un 
râle analogue. 



60. — Lorsqu'un poînl luatériel est animé simultanément 
(l(> deux mouvements rcctiUgnes quelconques, la position au 
Iwut d'an temps donné, que prend le mobile sous l'influence 
combinée de ces deux mouvements, est située à l'exti-émité 
du parallélogramme dont les cAtés représentent respective- 
ment les longueurs qui auraient été parcourues sous l'in- 
fluence de chacun des deux mouvements, considéré comme 
s'exerçant seul. 

Soit le point M, animé de deux mouvements: l'un suivant 
M A, qui lui ferait parcourir la longueur MM', sll agissait 
seul, pendant un ccrlaïn temps ; l'autre suivant M C, qui, au 
bout du m4>me temps, luiferaitparcourirliiIongueurMP'ije 
dis que la position qu'occupera ce mobile, en vertu des deux 
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mouvement», sera en M„ extrémité du parallélogramme 
construit sur M M' et M P'. 

Imaginons en effetun second point N, se mouvant suivant 
N B d'un mouvement N N' égal et parallèle à celui qui a lieu 
« -K' Tt suivant M A. Les deux 




points M et N, ayant ainei 
- une translation commune, 
le premier de ces points, 
eu vertu de son mouve- 
ment particulier suivant 
M G, prendra par rapport 
k l'autre la position qn'it 
aurait prise si le mouve- 
Pig, 5_ meut commun n'avait pas 

eu lieu. Il occupera donc la position M,, obtenue en menant 
M'M,t égal et parallèle à M P'. 

Pour toute autre époque du mouvement, la position du 
mobile s'obtiendra en f;iis:int une construction analogue ; 
c'est-à-dire en traçant toiyours le parallélogramme dont les 
deux côtés repi-csentent les deux longueurs parcourues, en 
vertu de chacun des deux mouvements individuels, pendant 
le temps considéré. La série des points M,, ainsi déterminés, 
unis par un trait continu, représente la trajectoire effective 
du mobile sous l'influence de son double monvemcut rec- 
liligne. 

Cette trajectoit-e sera en général une ligne courbe. Pour 
que ce (ùl une ligne droite, il faudrait que la diagonale 
M M, d'un de ces parallélogrammes fftt en même temps la 
diagonale de tous les autres, ou que tous les parallélo- 

gi-ammcs M M'M,P', Mm'tn,p', construits pour les dl- 

vei-ses époques du mouvement, fussent semblables entre eux. 
Cela reviendraitàdireqtie les longueurs parcourues, au bout 
d» nil^mc temps, sur chacune des droites MA, M C, sont 
dans un rapport constant. Par conséquent, t = /"(i) étant 
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a loi d'un des deux mouvemenla rectilignea, eHi = if (0 
éuml la loi de l'autre, on aurait g^ ka, ou bien 

/■ W = A f C). 
En d'autres termes, l'une det foncliont aérait égale à 
l'autre multipliée par un nombre ctynttant. Saufcer.is 
particulier, Je mouvement effectif ne B«l^ pas rectJligne 
comme les mouvements pardels. 

Remarque. — La même démonstration s'appliquerait 
encore, si l'un des mouvements, le mouvement suivant M C, 
par exemple, au lieu d'être rectililigne, s'effectuait suivant 
une courbe quelconque M S. En elTet la 3° loi fondamentale, 
sur laquelle nous nous sommes appuyé, n'exige pas que le 
mouvement particulier qui 
. s'exerceconcurremmenl an 
mouvement commun, soit 
dirigé suivant une ligne 
droite. La position M, se 
détermine alors en menant 
par le point M' un arc de 
Fig. a. couii)e M'O' M,, égal et 

parallèle à t'arc MOP" qui serait décrit en vertu du mou- 
vement particulier s'exerçant seul. Cette position M, di';- 
pend donc encore de la même consli-uction que précédem- 
ment ; seulement on doit entendre que le cdté du parallélo- 
gramme, correspondant an second mouvement, n'est point la 
droite parcourue dans ce mouvement, mais la corde men<^ 
dn point de départ an point l** de lu trajecloiri! M S, o\\ se 
trouve le mobile au bout du temps considéré. Le mouvement 
cui-viiîgne n'a pas besoin d'aillcui's d'être contenu dans un 
m/me plan. 

Ctniféquetue* . 
1° Deux mouvements rcctiliguea quelconques se crom- 
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binent en nn mouvement curviligne, qui a lien dans le m^me 
plan. 

Rédproquemeut, un mouvement curviligne qui s'effectue 
dans un même plan peut toujours lUre remplacé par deux 
mouvements rectilîgnes. 

S* Supposons que le mobile ait trois mouvements recti- 
lignes dans des directions quelconques. On peut remplacer 
deux d'entre eux par un mouvement curviligne de même 
plan, tel que la position est à chaque instaut déteiminéc 
par la construction parallélogrammique précédente. Le 
troiùème mouvement recUligne peut être combiné avec ce 
mouvement curviligne, et donne ainsi un mouvement curvi- 
ligne tel que l:i position à chaque instant est également dé- 
terminée par une construction parallélogrammique. Les 
deux constructions consécutives, qui donnent la position 
due à la combinaison des trois mouvements rectîlîgnes, re- 
viennent évidemment à une seule construction, qui serait 
celle d'un parallélipipède dont les trois côtés seraient 
les trois longueurs de droites parcourues en vertu des trois 
mouvements, considérés comme s'exerçant isolément. 

Béclproquement, un mouvement curviligne qui a lieu 
d'une manière quelconque dans l'espace peut toujours être 
remplacé par trois mouvements dirigés suivant des droites 
quelconques. 

S° £n général, la position d'un -mobile, déterminée par au- 
tant de mouvements rectilignes qu'on le voudra, s'obtiendra 
toujours par la construction polygonale suivante : 

On prend une première longueur égale à celle qui est 
parcourue, au bout du temps considéré, en vertu du seul 
premier mouvement. 

Par l'extrémité de cette droite, on mène une seconde 
droite ^le et parallèle à la longueur parcourue en vertu 
du second mouvement; 

Par l'extrémité de celle seconde droite, on mène une troi- 
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sièmc droite égale fît parallèle ii la longueur parcourue en 
vertu du troisième Hiouvcnient ; et ainM de suite pour chacnn 
des autres mouvemeats. 

L'extrémité de b dernière droite ainsi menée représente 
la position occupée par le mobile sous l'influence de tous 
sus mouvements rectilignes combinés. 

Kéciproquement, un mouvement curviligne qi^elconque 
peut loujoure èlrc remplacé par autant de mouvements rec- 
lilijjnes qu'on voudra, s'exerçant suivant des droites quel- 
conques. 

d" Pour que la trajectoire provenant de la série des cod- 
stractions polygonales soit une droite, il faut, comme dans 
te cas de deu\ mouvements, que tous \ps polygones successifs 
soient semblables entre eux, ou que toutes les fonctions du 
temps, qui représentent respectivement la loi des divers 
niouvenienls rectilignes, soient enti-c elles dans des rapports 
constants. 

Remarque. — Les mouvements rectilignes dont la com- 
binaison équivaut à un seul mouvement curviligne sont 
nommés mouvements compogant», et le mouvement cur- 
viligne est nommé mouvement re'êultant. Les propriétés 
précédentes sont alors désignées collectivement sous le titre 
iJe loi» de la composition et de la décomposition des mou- 
vements. 

autres conséquences. 

61. — Nous allons déduire d'autres conséquences fort 
importantes, relatives aux vitesses. 

Nous avons vu plus haut que le mouvement résultant est 
rectilignelorsqne les fonctions du temps, correspondant aux 
divers mouvements rectilignes composants, sont entre elles 
dans des rapports constants. 

Il est visible que, réciproquement, si le mouvement ré- 
suiUnt est rcctiligne, les divers mouvements composants 
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sont tels que les fonctions ont entre elles des rapports con- 
stants ; ce qui rcvit;nt ù dii'e que tout mouvement i-ectilignc 
peut être décompose en autant de niouvemcnls recttlîgnes 
qu*on le voudra, lesquels sont tous liés entre eux et au niou- 
vemcut donné par celte proj>ricté que les Tonctions du temps 
n'y difTèrent que par la valeur d'un raulliplicaleur constant. 

Cela posé, voici les résultats qui en découlent : 

1* Si tous les mouvements rectiligues composants sont 
uniformc-s, c'est-à-dire si le mobile est animé de diverses 
vitesses constantes dans des directions quelconques, les 
Toneiions du temps satisfont à la condition susdite, puis- 
([■relies sont tontes de la forme « = V/: Donc le mouvement 
résultant est rectiligne et uniforme ; 

S° Si l'on prend des droites qui représentent en grandeur 
et en direction les vitesses des mouvements composants, et 
qu'on fasse avec ces droites la construction polygonale qu'on 
a déjà vue, la vitesse du mouvement résultant sera i-oprii- 
senlée en grandeur et en direction par la droite menée de 
l'origine du polygone à l'estrémilé du dernier cAté ; ou , en 
d'autres termes, sera repi-ésemée par la droite qui achève 
de fermer le polygone. 

y Réciproquement, une vitesse peut être remplacée par 
autant de vitesses qu'on le voudra, s'exerçant dans des- di- 
rections quelconques. 

N. B. On nomme vitetieê compotantet celles des mou- 
vements composants, el TnVeM^r^ntiFfa/iff celle du mou- 
vement résultant. Les conséquences qu'on vient de Viùr 
sont connues sous le nom de ioit de fa compotitton et de 
la déeompoêition des vitetie». 

k' Si les vitesses considérées sont vari:ibtes, les lois pré- 
cédentes ne s'appliquent pas moins intégralement. Car ou 
sait que tout mouvement, quel qu'il soit, peut être remplacé 
par un mouvement uniforme, pendant un temps inrinimenl 
petit (n° 4), ce qui revient à dire qu'on peut, peiidaut uii 
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momciil, considérer chnctinc des vitesses comme eonstanle. 
Or alors les lois de la composition et de la dt^composiliou 
sont applicables. Donc des vitesses variables ont à tout 
insrani pour résuitaiile mic vitesse représonlëc par le dernier 
cïdlé du polygone construit avec les valeurs actuelles de ces 
vitesses, et réciproquement. Seulement, dans ce cas, lu vi- 
tesse résultiinlc varie d'un moment à l'autre. 

iVoiis ajouterons quelques détails pour les cas de compo- 
silion el de décomposition qui se pi-csentenl le plus fré- 
quemment. 

1" La résultimie de deux vitesses est égale ù la diagonale 
du parallélogramme construit sur ces deux vitesses, el la 
résultante de trois vitesses est égale à la diagonale du paral- 
lélipipède construit sur ces trois vitesses. 

Etant donné les valeurs des vitesses composantes et les 
. angles qu'elles forment entre elles, il est facile d'en déduire, 
par les théorèmes connus de la géométrie, la valeur de la 
vitesse résuttantc et les angles qu'elle forme avec ses com- 
posantes. 

Réciproquement, étant donné la vitesse qu'on veut dé- 
composer, ainsi que les angles formés avec elle par les 
droites suivant lesquelles on veut la décomposer, on obtieol 
les valeurs des vitesses composantes. 

2° Les cas les plus inl^'i'essanls sont ceux où le parallélo- 
gramme et le paraliélipipède sont rectangles. 

Soient alors V «ne vitesse i-ésullantc, », «, et w tes S vi- 
tesses composantes, a, i et c les 3 angles formés par V 
avec ses composantes. Les relations dout nous parlons 
deviennent: 



.^. 



+ u^-i-v: 



On sait d'aillcui-s qu'entre a, h, c, existe la ix'talion trtgo- 
nomé trique 
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coe'rt + C08*fr -f- cos 'c = i ; 

relatioDqui est évidemment satisfuite dans les Tonnales ci' 
dessus, puisqu'on a : 



Pr*p»8lllcN elaqnl^me. 

62. — La résultante de deux Torces constantes, qui solli- 
citent simultanément un point matériel, est représentée en 
grandeuret en direction par tadiagonaledu parallélogramme 
dont les deux c6tés représentent eu grandeuret en direction 
les deux forces données. 

Soit M un point matériel, sollicité simultanément par 
deux forces constantes P et Q, qui sont l'eprésentées en 
^ grandeur et en direction 
par les deux longueurs 
M B cl M A. Je dis qu'une 
force unique B, représen- 
tée en gi-andear et en di- 
rection par la diagoitale 
Fig. s. M G du parallélogramme 

MBCA, communiquera au point matériel le même mou- 
vement que l'ensemble des deux forces PetQ; de telle sorte 
que, si ces dernières l'amènent au bout d'un certain temps 
en M,, la force B, agissant seule, l'y amènera aussi au bout 
du même temps. 

La position M, se détermine, comme on sait, en construi- 
sant le parallélogramme dont les deux cdtés MM' et MH re- 
présentent respectivement tes longueurs que chacune des 
forces, agissant seule, ferait parcourir au mobile pendant le 
temps considéré. C'est là, en eiïet, une application de la pro- 
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position IV", puisque chacune des deux forces P et Q, étant 
consume en gi-andeiir et en direction, commnniqiierait un 
certain mouvement reciiligne ; d'où il suit que le mouve- 
ment dû à la combinaison des deux forces est précisément 
ce q«e nous avons nommé mouvement résultant de deux 
mouvements rcctilignes. 

Je dis, en prem ier lieu, que celle position M, esi sur le pro- 
longement de In diagonale MC, ou que les cAtés du paral- 
lélogramme MM'M,H sont proportionnels aux côtés du 
parallélogramme MBCA. C'est ce qui ressori de la démon- 
stration donnée au u" 55, où l'on a vu que les forces con- 
stantes sont proportionnelles aux espaces qu'elles font par- 
courir à un même point matériel pendant le même temps : 
donc les longueurs MM' et MH sont proportionnelles aux 
forces P et Q, et, par suite, aux longueurs IVI B et M A qui 
représentent ces forces. 

Cela posé, nous devons prouver que la force R, agissant 
seule, amènerait le mobile au même point M,. En effet, une 
force constante, capable de ce mouvement, devrait : l" être 
dirigée suivant MM,: 2» ivoir, avec les forces P et Q, le 
même rapport qui existe entre MM,, MM' et MH, puisque 
ces trois longueurs sont celles que font parcourir respecii- 
vement trois forces constantes au bout du même temps. La 
force en question aurait donc aussi, avec les forces P elQ, 
le même rapport qui existe entre MC, MB et MA. Donc 
enfin celte force en question est précisément celle qui est 
représentée en grandeur et en direction par la diagonale 
MC du parallélogramme MBCA. 

Remarque. — Il ressori de la même démonstration que le 
mouvement résultant de l'action des deux forces P et Q est 
un mouvement rectilîgne, comme chacun des mouvements 
composants. 

Autre remarque . — Celte démonstration s'appliquerait 
encore si lepoinlM, en mémetemps qu'il est sollicité parles 
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deux forces, étail en outre animé d'une certaine vitesse dans 
une direction quelconque. Car ou sait, d'aprèâ la 3* loi fon- 
damentale, qu'une translation quelconque est sans induence 
sur les mouveoients particuliers. On pourrait donc imaginer 
un second point matériel, ù c6té du premier, et animé de la 
même vitesse que lui. Le mouvement que le point donné 
prendrait par rapport à l'autre, cl qui serait dû uniquement 
i l'action des deux forces, ne serait pas influencé par cette 
vitesse commune. On recourrait alors à ta démonstraiion 
précédente, et on pourrait remplacer les deux forces par la 
diagonale de leur parallélogramme. Quant a la trajectoire 
elfeclive de ce point matériel, elle ne serait plus rectiligne, 
puisqu'elle serait déterminée, non-seulement par la force ré- 
sultante, mais aussi par une certaine vitesse. Le mouvement 
pai-ûcuiier dâ à la résultante est bien rectiligne, mais le mou- 
vement qui provient de sa combinaison avec celui qui est dû 
à la vitesse est curviligne; cette trajectoire est d'ailleurs né- 
cessairement contenue dans un même plan, d'après ce qui a 
été dit à ce sujet au n" 60. 

Cmuéquence*. 

1° Deux forcés constantes peuvent toujours être rempla- 
cées par une seule, située dans le même plan. Réciproque- 
ment, une force constante peut toujours être remplacée par 
deux autres, situées dans le même plan. 

2° Supposons que le point matériel soit sollicité par trois 
forces constantes, dans des dii'ections quelconques. On peut 
remplacer deux d'entre elles par leur résulunte, et cette ré- 
sultante, avec la troisième, peuvent également être rempla- 
cées par nue nouvelle résultante, laquelle n'est autre, d'après 
ces deux constructions successives, que la diagonale du pa- 
ralléltpipède qu'on aurait tout d'abord couslruit sur les trois 
forces données. 

Réciproquement, une force constante peut totijours être 
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remplacée par irois autres dirigées d'une manière quelcon- 
que dans l'espace. 

30 Eq géncml, la résultante d'autant de forces constantes 
qu'on le voudra s'obtiendia toujours par la construction 
polygonale suivante : 

On prend une première longueur, qui représente en gran- 
deur la première force donnée; 

Par l'extrémité de celte droite , on mène une seconde 
droite égale et parallèle h celle qui représente la seconde 
force; 

Par l'extrémité de cette seconde droite, on mène une troi- 
sième droite égale et parallèle à celle qui représente la troi- 
sième force ; 

Et ainsi de suite pour chacune dos autres forces données. 

L'extrémité de la dernière droite ainsi menrâ, jointe à 
l'origine de la première, forme une longueur qui i-eprésenle 
en gmndeur et en direction la résultante de toutes les forces, 
c'cst-à-dtre une force unique capable de communiquer au 
point matériel exactement le même mouvement qui! pren- 
drait sous l'action de toutes les forces combinées. 

Il est à remarquer que ce mouvement est essentiellement 
recliligne , puisque les polygones qu'on construirait pour 
avoir la position du mobile à tout instant sont semblables 
entre eux, comme ayant leurs cûlés respectivement propoi'- 
(ionnels aux forces constantes données. 

Réciproquement, une foi-ce constante peut toujours èlre 
lomplacée par autant de forces consumtes qu'on voudra, 
dirigées d'une manière quelconque dans l'espace. 

Remarque. — On peut construire une infinité de poly- 
gones qui aient tous le dernier cdté commun. La force re- 
présentée par ce dernier côté sera toujours la résultante des 
foices rci)résenlées par les autres eûtes. D'où il ressort 
qu'une infinité de systèmes de forces constantes sont suscep- 
tibles d'avoir la même résutianto. H suffît pour cela que 
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chacun des polygones construits pour ces divers systèmes 
parle du même point et aboutisse au même point. Ainsi, un 
point matériel peut èli-e sollicité par une infinité de systèmes 
de forces constantes, qui soient tous équivalents entre cnx, 
c'esl-à-dire qui produisent tous le même mouvement. 

Autre remarque. — Si le point matériel, en même temps 
qu'il est sonmis à l'action de diverses forces constantes, se 
trouvait aiiiiné d'une certaine vitesse acquise, toutes les con- 
séquences précédentes subsisteraient encore. Il y aurait 
amplement à remarquer que le mouvement déttiiitirno sérail 
[rius reclilignc, puisqu'il serait déterminé non-seulement 
par la Torce constante unique, qui est la i-ésultuute de toutes 
les autres, mais aussi par une certaine vitesse non dirigée 
en général suivant la même ligne droite. Ce mouvement dé- 
finitif est d'ailleurs nécessairement situé dans le plan delà 
vitesse initiale c( de la force résultante. 

N. B. Les forces que l'on combine sont nommées compo- 
lanles, et les résultats ci-dessus sont pi-éseiités sous le titre 
de loit de la compOMtiim et de la décompoiitioH lie» force» 
conulante». 



Avtreê eoniiéqiieHcei. 

G3. — Supposons actuellement que les forces données, au 
lieu d'être constantes en gruDdeni- et en direction pendant 
toute la durée de leur action, varient au contraire perpé- 
tuellement avec le temps. 

Nous avons vu que le mouvement dû à l'une des forces 
variables ptlut être considéré comme la limite du mouvc- 
■neni constitué par une succession de mouvements unifor- 
mément accélérés , de durées indéfiiumcul décroissantes 
(n" 68) j ce qui r'cvient à dire, en tei-mes plus abrégés, que 
\i force variable peut ^tre considérc'e, à un moment qnel- 
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conque, comme constante eo grandeur et en direcUon pen- 
dant un lemps infiniment petit. 

On peut donc, à un moment quelconque, rechercher la 
résullanle d<!S forces variables : celles-ci sont alors conçues 
comme gardant, pendant un temps inRniment court, la 
grandeur et la direction qu'elles possèdent effectivement à 
llnstant considéré. Les raisonnemeats du unméro qui pré-» 
cède, appliqués à ce cas, montrent qne toutes ces Forces va- 
riables peuvent élrc remplacées par une force unique, qui 
demeurerait constai)te pendant un temps infiniment petit, et 
qui serait repi'éscutéc en grandeur et en direction par le 
dernier côté qui ferme le polygone construit sur les lon- 
gueurs représentatives des forces données. 

A toute antre époque du mouvement la résullanle s'obtien- 
drait de la mthue manière, mais u'aui-ait pas la mi-me va- 
leur, car les eûtes du nouveau polygone, représentant les 
grandeurs et les directions des forces à ce nouvel instant, 
ne seraient plus les mtïmes, puisque ces forces vanent d'un 
moment ù l'autre. Par suite, le dernier côté de ce polygone 
aumit une longueur et une situation différentes. 

En résumé, quand on parle de la rt'siillante de foites va- 
riables, il faut entendre que celte résultante est une force 
qui varie sans cesse, conjointement avec les composantes 
elles-mêmes, et que sa valeur et sa direction sont données à 
tout moment par la construction polygonale effectuée pour 
les valeui-s des composantes à ce même moment. 

It n'en découle pas moins : 

1' Qu'autant de forces variables qu'on voudra, qui solli- 
cilenl simultanément un point matériel, peuvent, pendant 
toute la durée de leur action, être i-emplacées par nnc force 
imique, qui varie elle-même en correspondance des compo- 
santes ; 

2° Qu'une force variable quelconque peut être rcmptacf'c, 
pendant toute la durée de son actionj par autant de forces 
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viiriables qu'on voudra, dirigées d'une mauière quelcouque 
d;iiis l'espace, et noiammcnt par trois forces variables cons- 
tamment dirigées suivant trois droites choisies arbitraire- 
m(M)t qui se coupent en un même point. 

N. 13. On ne pourrait pas remplacer une force variable 
par deux autre» force» nenlemetu, dirigées constamment 
suivant les mêmes dioites; car une telle décomposition, 
qui correspond au parallélogramme, exige que la résultante 
soit dans le même plan que les deux composantes, tandis 
que la force considérée, clanl variable de direction, ne peut 
rester dans un même plan avec les deux droites choisies 
pour la décomposition ; dilTiculté qui n'existe plus quand on 
prend troit droites, puisque la diagonale du parallélipipède, 
qui correspond à la résultante, peut avoir toutes sortes de 
directions dans l'espace. 

Il ressort encore de là : 

3° Qu'il y a une infîuïic de systèmes équivalents de forces 
variables qui peuvent solliciter un point matériel ; 

ii° Que lonl mouvement d'un point peut être envisagé 
<-omme dû à l'action d'une force unique. En effet, ce mou- 
vement, quel qu'il soit, peut êlic remplacé par trois mouve- 
ments rectîiignes variés, suivant trois droites qui se coupent. 
Chacun de ces mouvements rectilignes peut être produit par 
une force unique, variable de grandeur, dirigée suivant la 
droite du mouvement, et dont la valeur à chaque instant est 
déterminée par la n'iaiion 



eu appelant v la vitesse de ce mouvement rcctiligne (n° 58). 
Or, les trois fondes variables qu'on a ainsi peuvent être rem- 
placées par une force variable unique ; 

5" Que, lorsqu'on clirrciie les forces qui sont capables 
d'engendi'er le mouvement effectif d'un point matériel, le 
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prublèiiic, cuufunnéoieot à ce qui n <^u^ annonoé au n' 51 , 
e&i nt-cessaircment indëtermitié, en ce sens qu'il y a une iii- 
liiiiii' de sysièmes de forces pouvant produire ce mouvenieni j 
maU tous ces sysièmes ont une même résultante, et ce qii'uu 
se pi'opose de (It'lcrmiiier, c'est pl^■■cisémcul cette n'sultante 
unique, d'où tous les autres systèmes équivalents se dédui- 
sent ensuite aisément par des constructions polygonales dont 
la susdite i-ésull^nte Tormc le dernier cùié. 

N. B. Let loi* de la eompotition et de la de'compositiott 
deg force» con»tantet s'appliquent donc intégralement aux 
forces lariablet, considéi'ées à un moment quelconque de 
leui' action. 

On fuit un usage fréquent des formules relatives à la dé- 
composition d'une force unique, constante ou variable, eu 
trois autres, dirigées suivant n'ois droites rectangulaires. Ces 
formules, entièrement semblables à celles qui concernent 
les vitesses, sont les suivantes : 



P=^ 



X»-|-Y*+Z'. co««=^, cosê.-- 



dans lesquelles P est la force unique, X,¥,Z ses trois coni- 
posantes, et a,ë,-/ les angles qu'elle forme avec elles. 

Autre» coti»equetioe'. 

GU. — Deux sysièmes de forces équivalents, appliqués eu 
sens contraire sur un même point matériel, se font équilibre. 
Je veux dire pur laque, si deux groupes de foi-c<.-s sont sépa- 
rément capables de communiquer le même mouvement à un 
point matériel, et qu'on vienne à appliquer ces deux groupes 
simultanément, en ayant soin de faire agir chaque force de 
l'un d'eux en sens contraire de sa direction primitive, le point 
matériel ne sera pas influencé par la présence de ces deux 
groupes, qui s'entre-détruirout exactement. 
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En effet, les deux groupes priinîtirs, étant équivalents, 
peuvent être remplacés par une même résultante unique, 
laquelle est le câté commun des deux polygones correspon- 
dant aux deux gfoupes de forces. Si actuellement on prend 
en sens contraire toutes les forces de l'un d'eux, et qu'on 
recommence la construction polygonale corrospondaiit h 
cette nouvelle sitiiaiion, on retombera sur un polygone égal 
au précédent, mais parfaitement symétrique, et dont le der- 
nier côté sera égal et opposé an dernier côté déjà trouvé. 
Les deux groupes en question, appliqués on sens contraires, 
oatdonc des i-ésultantes égaleset opposées, lesquelles s'en- 
tre-détrnisent nécessairement (n° 32). 

Ainsi se trouve démontré le tliéorêmc que nous énoncions 
et qai renferme toute la ilatique deaforeei concourra nlcM, 
c'est-à-dire toutes les propositions relatives uux conditions 
d'équilibre que doivent remplir des farces appliquées à un 
même point matériel pour être s;ins influence sur le mouve- 
ment de ce point. Il est aisé d'eu déduire les résultats sui- 
vants : 

1° Lorsque des forces se font équilibre sur un point ma- 
tériel, leur résultanle totale est nulle, et l'une quelconque 
d'entre elles est égale et direciement opposée à la résnt- 
lanle de tontes les autres. Car les forces données, moins 
une, peuvent être considérées comme constituant un sys- 
tème équivalent et de sens contraire à cette dcrn ière force. 
Or ce système est réductible à une force unique : celte ré- 
sultante est donc égale et opposée à la force laissée de càté. 

2* Quand les forces eu équilibre sont au nombre de ti-ois, 
chacune d'elles est égale et directement opposée à la diago- 
nale du parallélogramme construit sur les deux autres. 
D'où il suit que, si deux des tmis forces sont égales, la direc- 
tion de la troisième est bissectrice de leur angle, et que, si 
les trois forces sont égales, l'angle de deux quelconques 
d'entre elles est égal au tiers de quatre angles droits ou à 
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120*. — Dans tous les cas, les trois forces en équilibi'e sont 
daDs un même plan. 

3* Lorsque qnutre forces sont en équilibre, chacune d'eltvs 
est égaie et directement opposée à la diagonale du parallc- 
lipipède construit sur les trois autres. 

Tous ces énoncés s'appliquent évidemment aux forces va- 
riables aussi bien qu'aux forces constantes. Il est seulement 
bien entendu que toutes les forces variables sont prises h un 
même instant de leur durée. 

65. — M. Poinsot, dans son Traité de italique si juste- 
ment célèbre, a entrepris de démontrer toutes les proposi- 
tions de l'ifquilibre, et en particulier celles que nous venons 
de présenter, sans s'appuyer sur les lois fondamentales du 
mouvement. Dans notre exposition, la filiation est facile à 
saisir, puisqne les vérités de l'équilibre sont déduites de la 
composition des forces, laquelle dérive du parallélogramme 
des forces, qui n'est lui-même qu'une application directe de 
la troisième loi fondamentale. Le grand géomètre que nous 
citons, privé volontairement de la base expérimentale, éta- 
blit la proposition du parallélogramme des forces par des 
considérations purement abstraites, dont l'insuflisauce est et 
doit être manifeste, comme on va s'en convaincre. 

Pour montrer que deux forces qui sollicitent simultané- 
ment un point matériel ont toujours une résultante, M. Poin- 
sot s'exprime ainsi* : 

« Ou conçoit bien qu'une troisième force, appliquée con- 
u venablement au même point, pourrait f^ire équilibre aux 
« deux forces données; car, en vertu des efforts combinés 
« de celles-ci, le point matériel tend à quitter le lieu oii il 
« est. Or il ne peut * échapper que d'un seul côté, et par 
« conséquent, si l'on applique une force convenable, eu 
« sens contraire, ce point demeurera en équilibre. Les trois 

' Éièmtnli dt Sfafiifuf, page 17. 
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« forces ctunt ainsi en équilibre autour de ce poiut, la force 
« qu'on a introduite est égale et directement opposée ù la 
« résultanlc des deux autres. Donc deux forces qui concou- 
« rcnt ont une résultante, h 

L'invalidité de cette argumentation est sensible ; car, de ce 
que le point ntatériel ne peut t'e'chapper que d'nn teul 
côté, pourquoi conclure qu'une force nniquc, en sens con- 
traire, le maintiendra au lepos? Nons n'avons aucune idée, 
à priori, du monvemeni qui peut êti-e piXHluït por l'action 
simultanée de deux forces, cl nons sommes en droit de pen- 
ser que ce mouvement, que deux forces produisent, deux 
forces aussi sont nécessaires pour l'empêcher. En sorte que 
la seule induction qui semble évidente, en dehors de l'expé- 
rience, c'est que deux auti'es forces, respectivement égales 
et opposées aux deux forces données, mettront le point ma- 
tériel en équilibi'c. A lllrmer qu'une force unique est capable 
de cet effet, c'est admt^tlre implicitement que le mouvement 
quelconque, que la force imique doit emp<''cher, pourrait 
ôire réalisé lui-mt%e par une force unique. En d'autres 
termes, c'est admettre que les deux forces données ont une 
résultante, vérité qu'il s'agit justement de démontrer. 

11 y a plus, c'est que l'argumentation ci-dessus, appliquée 
à d'autres cas, conduirait tout aussi légitimement à des ré- 
sultats absolument faux. Prenons en effet un point matériel 
qui, en vertu d'une cause quelconque, parcourt une ligne 
droite. Qu'est-ce qui nous empêche, en considérant le poiut 
à une époque quelconque, dé reproduire le même raisonne- 
ment et de dire : >< Ce point, eu vertu de son mouvement, 
« tend à quitter le lieu où il est uctuellement ; mais il ne 
« s'échappe que d'im seul cùté ; par conséquent, si l'on ap- 
<• plique une force convenable en sens contraire, il demeu- 
" rei-a en équilibre, n Or, précisément, il n'y a pas de force 
au monde qui puisse empêcher le point de s'échapper du 
côtcoù il s'échappe effectivement! car, pour cela, Ufaudi-ail 
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détniiro sa vitesse actuelle, et .lucune force ne peut détruire 
relie vitesse avant que le point n'ait eu le temps de quitter, 
si peu d'ailteui's qu'on le voudra, la position où on t'a consi- 
dère. Pour faire usage de l'argunieut, il faut donc spéciflcr 
que ce n'esl pas la tertdance quelconque que peut avoir le 
point à quitter le lieu où il se trouve, mais que c'est seule- 
ment la teiidaitce npéeiale due à l'influence dfS furcrs qui 
le sollicitent. De tulles distinctions reviennent à fuii-e appH 
à lotîtes les notions e\péiîmentales que nous avons déjà 



Propttslllttn sixième. 

66. — Si l'on projette sur une droite le mouvement quel- 
conque d'un point matériel, ainsi que la force qui le Solli- 
cite, il existe entre l'accélération et la force de ce mouve- 
ment ainsi projeté, la mi^me relation qu'entre raccélératioii 
et lu force d'un mouvement absolu en ligne droite ; c'est-à- 
dire que la projection de la force esl égale à la masse multi- 
pliée par l'accélération de la projection de la vitesse. 

Kappelons d'abord quelques définitions de la gcomctne. 

On aotDiDe projectto» d'un point sur une droite le pied 
de la ligne menée de ce point à celte droite, parallèlement 
à un plan donné àUplan directeur. La projection d'une 
droite sur une autre est la longueur comprise sur cette dei-- 
nière entre les projections de ses deux extrémités. 

Les projections sont dites orthogonalet lorsque le plan 
directeur esl perpendiculaire à la droite ; dans tous les au- 
tres cas, c'est-ù-dire quand le plan fait un angle quelconque 
avec la droite, les projections sont oblique». 

Rappelons enfin que la projection d'une longueur sur une 
droite est la même si on l'cileclHC sur toute autre droite pa- 
rallèle. 
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Cela posé, soit A S la courbe quelconque décrite par le 
point malériel, et M sa position ù uo certain moment. Soit 
au mt^mc moment M T et 
MP deux longueurs re- 
présentant en grandeur et 
en direction, l'une la vi- 
tesse Y du mobile, l'autre 
la force Pqni agit sur lui : 
— la vitesse est dirigée, 
comme on sait, suivant la 
X tangente à la courbe ; — 
soit enfin L H la droite 
quelconque sur laquelle 
le mobile est projeté à 
clinque insUnt, parallèle- 
niciit à uu plan donné. 
A l'instant considéré, ta projection de la vitesse V du point 
alériel a une ccrtahie valeur U, et par suite l'accélération 
à ce même instant du mouvement projeté est représeutée par 

-y- \ pareillement la projection ]i.k de la Torce P a une cer- 

tame valeur Q ; je dis que, tn étant la masse du mobile, ou 
aura la relation 




En effet, par l'origine du mouvement , menons une 
droite OX parallèle fi LH, et un plan DD parallèle au plan 
directeur. 

Dans ce plan, traçons deux droites quelconques OY et OZ. 

On peut considérer le mouvement du point matériel 
comme dû à Uxtis mouvements reclilignes, s'exerçant res- 
pectivement suivant OX, OY et OZ (n" 60) ; au point M, la 
vitesse'V du mobile est la résultante de trois vitesses diri- 
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gées suivant ces mêmes dmites, et In relation qui exîslc entre 
la vitesseV etWvitesses composantes, c'est qne la première 
est la diagonale du parallélipipède construit snr les trois 
autres (ii* 61). Oi', prendre le câté du parallélipipède dirigé 
suivant OX revient précisément à projeter sur lui la diago- 
nale, parjllèlcmenl à la face qui coudent les deux autres 
cdiés, c'est-à-dire parallèlement au plan D D. D'oii ressoi-t, 
soit dit eu passant, que les composantes d'une vitesse ne 
sont autre chose que ses projections, estimées de la même 
manière. En second lieu, ta force P a également pour com- 
posantes trois autres forces dirigées suivant les mêmes 
droites OX, OY, Z ; la compositiou s'effectue aussi par une 
coiislmction parallélipipédique, qui montre que les compo- 
santes d'une force ne sont autre chose que ses projections. 
Ces deux points établis, nous savons que chacun des trois 
mouvements rectilignes s'exerce comme s'il était absolument 
seul et indépendant des deux autres. Or, pour le mouvement 
rectiligne snivanlOX, comme en général pour un mouve- 
ment rectiligne quelconque, la force est égale à la masse 
multipliée par l'accélération (n* $6). Mais cette accélération 

est égale à -rr , puisque les projections d'uue longueur sont 

les mêmes sur la droite L H ou sur la droite parallèle X. 
SemUablement, la force de ce mouvement rectiligne est 
égale à Q. Donc on a la relation 

^ dt 



Remarque». 

1' Ce théorème n'est que la généralisation de celui qui 
avait été démontré spécialement pour le mouvement recti- 
ligne. II est d'ailleurs évident qu'il le contient comme cas 
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particulier; car, si le mouvement esl recUligne, il qu'on 
pi'eiine les projections sur la droite de ce mouvemenl lui- 
même, U n'est autre chose que V, et Q n'est autre chose 

que P. Par suite, la relation Q=:m--^ n'est auti% chose que 



S* Quelle que soit la position 4ks deux droites Y ei Z, 
pounu qu'on les ait menées dans le planDD, les valeurs de 
la composante de la vitesse et de la composante de la force 
suivautOX ne sont nullement changées. Car, dans le paral- 
lélipipède dont la diagonale est constante , la longueur d'un 
cAlé quelconque ne change pas, pourvu que la face des deux 
autres cdtiis garde la même inclinaison. La valeur des com- 
posantes suivant Y etOZvaric, il est vrai, avec la direction 
de ces lignes ; maïs la résultante partielle de ces deux com- 
posantes reste la mCme. 

3° Nous n'avons parlé que d'un« teule forée appliquée 
au mobile ; mais la proposition n'en a pas moins une entière 
généralité ; car, s'il y a des forces en nombre quelconque, oo 
peut toujours les remplacer par leur résultante unique. 

jivire remarque. — Si la vitesse variable V est à un ins- 
tant donné la résultante de plusieurs vitesses v,v',v".... iki- 
sast avec la droite OX des angles respectifs a, a', a", on 
aura à cetinstantU=PCosa-Hî'co8o'-l-r" 0080-'' + ..., parce 
qu'on sait, d'après la géométrie, que la projection du dernier 
cdté d'un polygone est égale à la somme algébrique des pro- 
jections de tous tes autres cAtés. Donc on aura aussi 

rfU if(DCOsa) d(i''cosa') d(ti"cos(i"} 

Tt- Â ' Jt "•" dt + 



Mais diacune de ces quantités représente raccélération de 
chacune di's vitesses projetées ; donc l'accélération delà 
vitesse totale projetée est égale h. la somme algébrique des 
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accéléraiions des vitesses composDDies également projetées. 
rfU 
"Tt ' «^^ 

égale à la uiusse multipliée par cliaciinc des aecéléiniiaos 
des vitesses composâmes projetées. 

Cmiiequfiifti. , 

67, — 1" Supposons qu'on prenne les pi-ojcciiuus sur lu 
direction de la tangente MT à la eourbc, parallèlement à 
un plan perpendiculaire îi 
cette di'oiie. La projection U 
de la vitesse n'est autre que 
celle vitesse V elle-même. 
Quant à la projection Q de la 
force, on peut la considérer 
comme une des <:omposantes 
de celte foi"co qu'on aurait 
décomposée en 4eux autres : l'une suivant cette tangente, 
l'autre suivant l'intersection du plan T M P avec nu plan pa- 
rallèle au plan directeur, mené par le point M. La compo- 
sante suivant M T est nommée composanic (atigetitieUe, 
et l'autre composante normule. En désignant, suivant les 
usages adoptés, la composante tangeutielle par X , la rela- 
tion générale Q = wt -T^devienl : 

f'V , , 
T = m -T ; a) 

relalioii qui est pivcisémeni celle qui aurait lieu pour un 
mouvement rectïligne, dont la vitesse serait la vitesse t^lTeo 
tive du mobile sur sa trajectoire curviligne, et la force une 
composante, prise ù chaque instant suivant la tangente, de 
la force effective appliquée à ce mobile. 
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Il en résiilic : 

Que la vitesse du mobile sur la courbe est due uuique- 
mciit fi In coniposainc tatigcnliclle , et par suite que la Imi- 
gucur lie l'nrc parcouru au bout d'un temps quelconque est 
égale à la longueur de droite qui sérail décrite dans un mou- 
vement l'ectîiîgne, sous l'iuSiienee d'une foi'cc représentée à 
cbaque instant par lu vnlenr numérique de cette composante 
tangentiellc. 

2° Prenons actuellement les projections sur la direction 
de cette deuxième- composante que nous avons appelée 
normale. 

Kemarquons d'abord que cette composante est située dans 
le plan osculateur de la couii)e au point M , c'est-à-dire 
dans le plan qui contient à la Tois la tangente MT et l'élc- 
nient de conrbe infiniment petit qui fïiit suite au point M. 
C'est ce qui ressort de ce que la susdite normale est conte- 
nue, par hypothèse, dans le plan mené par la droite M T et 
par la dlixiction de la force P ; car un tel plau contient né- 
cessairement l'élément de courbe suivant. Cet élément est 
en eRct la ligue du mouvement résultant qui a pour mouve- 
ments composants pendant l'instant dt : 1" le mouvement 
dû àla vitesse V; 2* le mouvement dû à l'action de la foi-cc P; 
or la composition a lieu par un parallélogruinmt; infiniment 
petit, dans lequel la diagonale, qui est la ligne du mou- 
vement résultant, est située dans le plau des deu!L autres 
Gâtés. 

Cela posé, voyons quelles sont les valcui-s des projections 
de la vitesse et de la force stu* cette droite normale. 

Lu projection de la force n'est autre, avons-nous dit, que 
sa deuxième composante, que nous représenterons pai- N. 

Quant à l'accélération de la vitesse projetée, elle prend la 

forme -~^ , puisque la projection de la vitesse est nulle sur 
une dix)ile perpendiculaire à sa direction. Mais, de ce que 
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cette projeclioH est nultv, il ne s'ensuit pas quv son accvlé- 
raiion ou la limite ilu mpporl de son ucctoisscmcnt uu 
t«iBps soit également nnlle. Pour trouver ce rapport limite, 
employons nne méthode fort usitée, qui consiste A prendre 
la projection sur une droite M N' un peu différente de M N, 
et il voir ce que devient In quantité quand celte droite se 
confond avec M N. Soit r, l'angle que fait la vitesse avec M N'. 
La projection est alors V cos n, et raccvlération, par rap- 
port à lu droite AIN', est 

,. , rf (V cos y) .rfV „ rf cos « 

^ ' dt dt dl 

Ur, si l'on mène trois axes reclangnlaiivs quelconques, 

auxquels on suppose que ta courlie suit (^éumélnquenient 

rapportée, et si l'on représente par ),',(;t' tlv les trois angles 

de MN' avec ces axes, on sait, d'après les tliéorèmes de la 

géométrie, qu'on a 

dx -, du , dz , 

cos /, := 3- cos >. + :r- cos u + -j-cosv, 
dl ' di '^ ds 



,dx .du .dx 

, dy- d-^ d-T- 

Or, dans le second membre de cette égalité, on peut, d'a- 
près le piiucipe bien connu du changement de variable in- 

, dji ,dx 

dépendante, remplacer-^ par -^ X j2 i *' ^^ même 



pour les deux autres termes. 
CoHséquemment 
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Un 3 VU en gt-onicd'ic que, pour ixi point qiieloan<|iie d'nae 
courbe, on a enlie les coordonnëes de ce point, la longueur 
du rayon de courbure p, et les angles >, u, v de ce rayon 
avec les axes, les relations : 

A^ A'k A^ 



CM 


^-f-i-' 


axf. 


= p. 


(U 

HT' 


. <m.=f-^: 


(l'oii 














1 

= — cosX; 

P 


4 
da 


.i-cosf/; 


''s 1 


Si l'on 
il Yienl ; 


substitue ces valeurs daiià l'c 


quaiton (2) ci-dessus, 


dcosi 


!=i§(c«>c™. 


+ CC 


<sy.i 


:os/ + Gosvcosv') 



Par suite, la relation (1) se change en la suivante, eu re- 
marquant d'ailleurs que par déPinilion ^ := V : 



(cOs). COS V+ C08 fjt COS fA'+ COS 1/ COS v^. 



(/(Vcosr,) dV V 

— i— j i==COSTi-j-H — 

Actuellement, si l'on suppose qne la droite M N' se con- 
Tond avec M N, les angles /.', ^, '/, ne sont autres que ceux 
que fait cette dernière droite avec les mêmes axes coordon- 
nés; mais cette droite, qui est située à la fois dans le plan 
oscuiatcur et dans le plan normal à la courbe mené par le 
point M, est pécisément le rayon de courbure, et fait par 
conséquent avec les axes des angles X, p, v. Donc, à la li- 
mite, quaud la projection est prise par rapport » la direction 
de la composante normale MN, on a : 

COS /, = 0, X' ^ À, a ;= u, v' = v , 
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et conséqnemment 

dt p ' 

puisque la quantité cos' > + cos*a+cos* v = l.! 

Ainsi ta valeur de la composante normale N est liée à la 
vitesse par la relation : 

N = m - . m 

P 

Ce qui nous moittrc -. 

1* Que, pour une vitesse déterminée, la valeur du rayon Je 
courbure , c'est-à-dire la courbure de la trajectoire quel- 
conque effectivement décrite par le mobile dépend unique* 
ment de la valeur de la composante normale, dont l'action 
consiste h produire llnflexion successive des clémonts de la 
courbe j 

? Que, lorsque cette composante est nulle, le rayon de 
courbure est infini, et par suite le mouvement s'efTeciitc en 
ligne droite ; ce qui doit être, puisque l'hypothèse d'une com- 
posante normale nulle revient h dire qnc la force est dirigée 
dans le sens même du mouvement; 

3* Que, lorsque cette composante est constante, la qnan- 

V 
tite — est constante aussi : si donc la vitesse ne vane pas, 

p est constani, et la courbe déente est nécessairement un 
■ cei-clc. 

68. — Ce qui précède jette un grand jour sur le rôle delà 
force qui sollicite un point matériel , dans un mouvement 
quelconque. On voit en ciTct que celte force, quelle que soit 
d'ailleurs sa direction par rapport à la courbe décrite, peut, 
h chaque instant, ftre remplacée par deux autres, situées 
dans le même plan ef dirigées, l'une suivant la tangente à 
la courbe, à l'instant considéré, et l'autre vers le centre de la 
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ooiirbo oa suivant soii rayon de conrbnre. Ces deux compo- 
s^iitos, tangenliclle et noimalc, constituent un système de 
forces qui équivalent à la Torce donnée, c'est-à-dire qui d^- 
tennineni le même mouvement par leur action combinée. 
Mais chacune d'elles a son genre d'influence bien distinct. 
La première, qu'on pourrait justement nommer compoiatile 
motrice, produit seule la progi-cssion du mobile sur la 
courbe, conçue comme assignée à l'avance. La seconde, qui 
pouri-ait être nommée eompotante d'm/lexioii ou de dévia- 
tion, sert uniquentenl ù détoui'iier le mobile de la ligne 
droite qu'il décrirait naturellement en vertu de la loi d'iner- 
tie, et ù le ramener sur les éléments de courbe d'où il tend 
sans cesse à s'éloigner. Selon sou intensité plus ou moins 
grande, elle détermine des inflexions plus ou moins roides, 
mais demeure absolument étrangère à lii vitesse du mobile 
et à la longueur qu'il parcourt. En un mot, celte composante 
a pour effet de pousser constamment le mobile vers le centre 
de la courbe qu'il déci'it effectivement. Pour ce motir, on lui 
a donné le nom de forée centripète, qui a prévalu sur celui 
de force d'inflexion, qui, au Tond, signifie la même chose. 

On emploie une autre locution qui consiste ii dira que le 
mobile est animé d'une force eentrifirge égale et contraire à 
la force centi-îpèle. Réellement, il n'y a pas de f»rce qui, en 
cette occasion, soit appliquée au mobile pour l'éloigner du 
centre : on exprime seulement par là que, pour l^ire dé- 
crire au mobile la courbe qu'on a en vue, il faut lui appli- 
quer une certaine force centripète. Les choses se passent 
comme si, dans un mouvement en ligne droite, on avait à 
combattre effectivement une force qui s'opposerait à ce mou- 
vement. Mais ici nous ne combattons aucune résistance du 
point matériel : si nous sommes obligé de faire intervenir 
ectie force, ce n'est pas parce qu'une force étrangère nous 
résiste, mais paive que nous voulons nous-mème produire 
un nouvel effet, qui est de changer le coui-s du mouvemonl. 
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Aussi, dans c«tte locution de forae centrifuge, on ne devra 
voir qu'une abrévUlioii destinée à fuire comprendre que, pour 
Ikire décrire au mobile la courbe cou&idéi'ée, il fuul lui ap- 
pliquer à chaque instant une force Gentri|>ële égale et opposée. 

ïtemarque. — T^ relation T^m-j- nous montre qu'au 

bout d'un temps quelconque la quantité de mouvement du 
mobile est égale à l'impulsion de la composante tangentielle. 
Elle est moindre par conséquent que la quanUlé de mouve- 
ment qu'aurait produite la foi-ce totale si elle avait agi en 
ligne droite pendant le même temps. Ainsi, lorsqu'on veut 
communiquer à un mobile la plus grande vitesse possible, il 
faut le mouvoir en ligne droite; ce qui est d'ailleurs évident 
à priori, puisque la construction dn pclil parallélogramme, 
qui à chaque instant coi'i'cspond aux accroissements de la 
vitesse, donne la résultante la plus grande possible quand 
ce parallélogramme se réduit îi une ligue droite, car alors la 
diagonale est égale à la somme des deux cdtés. 

£n général, on peni dii'e que toute lu portion de la Torce 
qui n'agit pas dans b direction même du mouvement est ab- 
solument perdue pour la vitesse. 

Û9, — Autre remarque. — Nous avons dgà eu occasion 
d'énoncer que, loi-squ'on cherchait les forces capables d'un 
mouvement donué, on pouvait se proposer de tronver une 
foule de systèmes équivalents, mais qu'en général on se bor- 
nait spécialement à la l'cclierche de l;i résuliantc unique, 
quand il s'agissait d'un point matériel. 

Nous avons dit égalemeut qu'où dérogeait à cette règle 
lorsqu'on connaissait à l'avance l'existence d'une ou plusieurs 
forcesqui conlribuaient au mouvement. D'après ce que nous 
venons de voir sur la décomposition en composante tangen- 
tielle et composante centripète, on pourra élre conduit 
à rechercher dit^ctemeut, non pas la résultante unique qui 
est capable du mouvement, mais l'une de ces deux corapo- 
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sanles, si l'existence de l'autre est connue à l'avance. C'est ce 
qui aurait lieu, par exempte, pour un point matériel lié h 
aoe courbe donnée sur laquelle il devrait demeurer, tout en 
poorant d'ailleurs glisser librement sur elle. Dans ce cas, 
on conçoit bien que la courbe, par la résistance qu'elle offre 
à ce que le point s'en ccliappe, agit comme une composante 
centripète, cl que consëquerament une force tangentielle 
doit suffire à déterminer le monvcment. Ce qu'on se propo- 
sera alors de trouver, ce sera cette Torce langentieile elle- 
même, et non la Torce unique totale représentant l'action 
combinée de cette composante et de la résistance de la 
courbe, résultante dont la considération serait d'un bien 
moindre intérêt. 



De la rcpréMBUlUa «IgéfcrlfMe 4m ^Maptlléa 
coaiMérécB *m Méesyl^ve. 

7a. — Avant d'entreprendre la solution des problèmes 
rriaii^ au monvement, nous croyons devoir donner quelques 
développements sur la manière dont sont représentées dans 
le calcul les diverses quantités considérées. 

1' Position d'un point. 

Cette position, ainsi qu'on l'a vu en géométrie, se repré- 
sente au moyen de coordonnées, dont le nombre, qni est 
constamment de trois, correspond aux trois dimensions qne 
notre esprit attache invinciblement à la conception de l'es- 
pace. Quel qne soit le mode de coordonnées adopté, quelles 
que soient les conditions particulières qui détenninent la 
position du point, il est facile de voir qne cela revient tou- 
jours en définitive à assigner la longueur interceptée snr 
chaninc des trois dimensions de l'espace. Entre ce mode im- 
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médiat de déterminer le poiat et les autres modes qu'on 
peut employer, il n'y a jamais qu'une pore question de trans- 
formation de coordonnées, qui ne saurait porter atteinte 
aux rc&nltais obtenus arec l'emploi de telles ou telles coor- 
données particulières. 

Parmi tous les systèmes possibles, on a adopté de préré- 
rencc les axes rectangulaires, qui ont l'avantage de donner 
aux équations une Torme algébrique plus simple. C'est ce 
dont on se rend compte immédiatement en considérant, par 
exemple, la relation qui existe entre la diagonale et les trois 
eûtes du parallélipipëde, suivant que ce parallélipîpède est 
rectangle ou oblique. Dans le second cas, la relation est 
compliquée par la valeur des angles que les différenles 
arêtes forment entre elles, angles dont les éléments Irigono- 
métriques disparaissent quand les trois côtés sont rectan- 
gulaires. 

Il demeure doue entendu, ù moins de stipulation con- 
traire, que le système de coordonnées est un système de 
trois axes reclangulaïres. Le nombre de ces axes se réduit 
h deux quand le point se trouve assigetli à se mouvoir dans 
nn plan donné, et à un sent quand le point se meut le long 
d'une droite donnée. 

Ces coordonnées sont d'ailleurs positives ou négatives, 
conformément aux règles de la géométrie, c'est-à-dire affec- 
tées du signe pfu» ou du signe moin», suivant qu'elles sont 
comptées, à partir de l'origine, dans uti sens ou dans l'autre 
de l'axe. 

Trouver la position d'un point à chaque instant de son 
mouvement, c'est trouver pour chacune de ses coordonnées 
nne équation telle que 

^ = /■('). 
qui fasse connaître la valeur de cette coordonnée pour une 
valpnr qnelronqnp du temps. Dès loi-s on aura à loat moment 
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les trois coardoonées du poini, c'est-fi-dire la position qtill 
occupe dans l'espace. 

S' Nature de la Irajecteire. 

Une courbe quelconque esl, comme on sait , exprimée p9r 
deux équations, ronolion des trois coordonnées, qni sont de 
la forme 

ou bien 

f[x,y) = o, t^{T.z) = 0. 

Ces lieux équnlions se l'éduisent d'ailleurs à une seule 
lorsque la trajectoire est une courbe plane. 

On les obtient aisément au moyen de celles qui fout 
connatti-e la valeur des coordoniu'>es en Tonctions du temps. 
Il suffit d'climinoi' t entre les équations 

x^fit], y = (f{r). z = -/_{,). 

On a alors des relations qui conviennent au\ coordonni'es 
du mobile, d'une manière tout it Tait indépcndantedu temps. 
En d'autres termes, ce sont les équations de la trajecioii-e, 
abstraction fUite des circonstances d'après lesquelles elle a 
été décrite, 

3' A iiette. 

ha grandeur absolue de la vitesse s'exprime au moyen 
d'une équation qui fait connaître sa valeur pour une époque 
quelconque du temps. La connaissance de cette vitesse dé- 
coule immédiateuienl de la connaissance des coordonnt^si 
car dans tout mouvement , quelles qu'en soient d'ailleurs les 
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causes , lu vitesse V est égale à ^ , en désignuiit par t la 

loii{ïiieur de trajectoire parconnie; et, cotDine^,y,z, sont 

des fonctions du temps, « et par suite ^ sont au66i des fouc 

lions du temps. 

La direction de la vitesse, qui est précisément la direction 
de la tangente à la courbe au point considéré, se représente 
par les angles qu'elle Tait avec chacun des axes. La valeur de 
ces angles se déduit elle-même des coordonnées du mobile, 
car on saitque, siajA, c désignent respectivemeutlesangles 
rormés par la tangente avec les axes des ;r, des y et des 2, 
les cosinus sont déterminés par les formules 



cos b: 






dans lesquelles X, y, ^ et« sont, comme on a vu, des fonc* 
tious du temps. 

Km reste, les angles ci-dessus ne constituent en réalité que 
deux inconnues distinctes, puisque leurs cosinus sont liés 
entre eux par la relation géométrique foudamentate : 

cos* a -+■ ces' b + cos' c = \. 

La grandeur de la vitesse et sa direction constituent donc 
en totalité trois inconnues distinctes. 
Souvent on les remplace par les produits 

VcoSd , Vcosô , Vcosc, 

qui ue sont autre chose que les projections ou les compo- 
santes de lu vitesse absolue suivant les axes, et qui repré- 
sentent les niâmes incoimues. Cette substitution ne change 
pas les conditions, puisque les produits ci-dessus permettent 
de déduire chacune des quantités V, a, h et «. 
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Les lignes ti'igonométriques des angles , et par suilc les 
trois produits , ont des signes positifs ou iicgaiifs selon la 
valeur des auglcs eux-mêmes , conrormémciii aux règles de 
la irigonoméii'iu. Quant a la vitesse en elic-mi-^me , elle est 
toujours, de sa nature, essentiellement positive. Si l'on arrive 
a l'envisager comme u<-galive et ù l'aBecter en eonséqucacc 
du signe moins, c'est qu'elle a alors une direction diamëU-a- 
lement opposée el qu'elle est cens<';o multiplîi-e par le cosi- 
nus d'un angle de 180°, cosinus qui a pour valeur — 1. Sauf 
ce cas particulier, oii le cosinus est sous-cntcndu, la vitesse 
reste toujours positive, et le véritable signe, dans les formules, 
est amené par celui de lu ligne trigoiiométrique qui l'uffeete. 

k' Force. 

La grandeur absolue d'une force quelconque est, comme 
celle de lu vitesse, exprimée par une équation telle que 

■•=/■('). 

qui, pour toute valeur du temps, fait connaître la valeur 
correspondante de la force. Si celle-ci ne vai-ie pas de gran- 
deur pendant la durée de son action, /"(f) se réduità une 
quantité constante. 

La direction de la force se représente d'une manière sem- 
blable à celle de la vitesse, au moyen des li-ois angles «,6, y 
que cette direction fait avec les axes coordonnés. 

Semblablement aussi on remplace la force et les angles de 
sa direction par les produits analogues 

V cma , P cos 6 , P cos y, 

11 est d'ailleurs également visible que les quatre quantités 
P, X, S el y ne rcpréseuteut eu réalité que trois inconnues 
distinctes. 
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Noils aurions lea ménoes remarQues à faire sur le signe de 
la force, qui est toujours en elle-même esseDliellemcnt posi- 
tive, et qui est afiéctée par le signe du cosinus qui la multi- 
plie, ou par la quantité soua-eoteudue — 1 dans le cas d'une 
direction diamétralemoit opposée. 

71. — Nous ferons une observation sur la manière dont 
nous traiterons les problèmes généraux du mouvement. 

Quelle que soîl la question a étudier, on n'en restreint pas 
la généralité en supposant, dans le calcul, que le point n'est 
sollicité que par une seule force. Car nous avons déjà vu 
que toutes les forces qui peuvent agir simultanément sur un 
point matériel sont susceptibles d'être remplacccs par une 
force unique , qu'on appelle la résultante, et qui produit 
exactement le même mouvement que toutes les forces don- 
nées elles-mêmes. Cette résultante est d'ailleurs connue si 
les autres le sont, et elle s'y rattache au moyen de la cons- 
truction polygonale qui fait l'objet de la 5* proposition. Nous 
pourrons donc toujours supposer que le mouvement consi- 
déré est dû à cette force unique. 

Inversement, nous pourrons dans nos calculs remplacer 
la force unique par telles autres forces qu'il nous plaira, u 
condition que le système de ces dernières ait la force unique 
pour résultante. 

En un mot, les équations trouvées entre un système de 
forces et le mouvement correspondant conviendront égale- 
ment , et sans y rien changer, h tout autre système , choisi 
seulement de façon à avoir la même résultante que le pre- 
mier. 

Cela posé, nous étudierons le mouvement d'un point ma- 
tériel d'après la nature de la force qui le sollicite. 

En premier lieu, nous considérerons une force, constante 
ou variable en grandeur, mais constante en direction, parce 
que le mouvement qui en résulte est rccUlignc. 

En second lieu, nous considérerons une force de direction 
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variable, ce qui correspoad au mouvement le plus général 
possible, c'est-à-dire au mouvement curviligne. 

DaDS chaque eus, nous examinei'ons comment le mouve- 
ment se trouve modiflc lorsque le point matériel, an lieu de 
partir du repos, est déjù en possession d'une certaine vitesse 
initiale au moment où la force commence à agir sur Inl. 
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MOUVEMENT RECTIUGNE DlIN POINT HATËRIEU 



Étant donné» unt foru, eowtante ou variable tn grartAtHT, maù i« 
direction conttanU, dittrminer U moutemcnC reailigne qui en ritulu ; 
ou récipToquemenl : 

Étant connu U ntoutMtoïC nclilignt d'un point, trouvrr la vakur 
contante on earioUe de ta force qui pourrait U |n^diiirc. 



73. — Soit le point de départ d'un point matériel de 
masse m, OS la direction coasiaaie d'une force P qui le sol- 
licite. 

, Ce point matériel se mou- 

"^ ' , , vra le long de la droite OS ; 

* " i) s'agit de trouver son mou- 

^* *• ventent, c'est-à-dire sa po- 

5itiOD sur cette droite et sa vitesse au bout d'un temps quel- 
couque. 

Si nous désiguons par * la longueur parcourue OM au 
bout du temps t, et par V la vitesse uu point M, nous aurons . 
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i' En vertu du n" 57 : 

2* En vertu de la déAnition de la vitesse, du n*" A : 

Ces deux équations permettent d'exprimer V et < en fonc- 
tion de la Torce et du temps ; car la deuxième nous donne 

-3-=-jTi, et par suite, en substituant, la première devient 



d'où, en intégrant doublement : 



-m-- 



Quant à la vitesse, elle est donnée par une seule intégration, 

(5) 



-'!>■ 



La difficulté ne consiste plus mainteDant que dans le cal- 
cul algébrique des diverses intégrales , ce qui dépend do 
la nature de la Tonction /(O 4>>> exprime ia valeur de la force. 
Mais théoriquement le pi-oblème est complètement i-ésoiii 
au moyen des relations (4) et (5). 

Le problème réciproque se résout de nif^me, et avec plus 
de fïicililé au point de vue du calcul, car les intégrations y 
sont remplacées 'par des diiïércnliations. Si l'on connaît en 
effet le mouvement du point, c'est-à-dire la longueur » par- 
courue au bout d'un temps quelconque , la valeur de la 
vitesse et de la force s'obtient immédiatement par les 
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équations (s) et (3) , et n'exige que des dîlTérentialioDS 

successives de ta ronction particulière /(O 4ui exprime la 

longueur i k tout iustani. 

73. — Supposons que la force donnée soit constante. 

P r 

Dans ce cas la quantité — swt dessous le signe f dans h» 

équations (â) et (5)^ et, en effectuant les intégrations très- 
simples I dt, 1 I dfi, ou obtient : 



Le premier rfeultat, qu'on peut écrire sous la tonat de 



ment dans la 3* proposition. 

Le second nous montre : 

Que l'espace parcouru sous l'action d'une force constante 
croit proportionnellement au carré du temps ; 

Que deux forces constantes sont entre cites comme les es- 
paces qu'elles feniient parcourir it un même point matériel 
au bout du même temps ; 

Que les niasses de deu\ poiiils matéiiels sont inversement 
proportionnelles aux espaces que leur ferait parcourîi' uue 
même force constante au bout du même temps; 

Que l'espace parcouru pendant un temps quelconque sous 
l'action de la force est égal ù la moitié de celui que par- 
courrait le mobile si, en vertu de sa seule vitesse acquise, il 
continuait ù se mouvoir pendant une nouvelle période égale 
à la précédente. — £h effet ce second espace parcouru est 

P P 

représenté par —tx.t=—P=2i. — D'où résulté que l'ac- 

ccléi'atîon est égale au double de l'espace parcouru pendant 
la première unité de temps ou au double de l'espace par- 
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couru au bout d'un temps quelconque, divisé par le cari-c du 
temps. 

Ce dernier résulut peut être étendu aux Torces variées, 
pour les espaces paixourus pendaut des temps inAniment 
petits. En effet on peut, pendant ce temps-lù, envisager 
la force comme constante, en sorte que, si a est la lon- 
gueur infiniment petite parcourue an bout du temps élcmeu' 

p 
taire t. et <p ou — l'accélération, on a 



Remarque. — La proportioanalité des espaces parcourus 
aux carrés des temps employés à les parcourir a permis de 
cpnstaler que la pesanteur est une force constante, ou , ce qui 
est d'un langage plus rigoureux, que la chute verticale libre 
des corps dans le vide s'effectue comme si une force cons- 
tante les sollicitait. 

La pesanteur étant donc équivalente à une force constante, 
les formules (6) et (7) donnent la valeur, au bout d'un temps 
quelconque, de la vitesse acquise et de la hauteur de la chute. 



nent ainsi : 

y = gt, j = i y(» , 

74. — Nous allons reprendre acluellcinent l'examen du 
mouvement rectiligne en général et déduire les conséquences 
que fournissent les équations qui s'y rapportent. 

Les deux relations fondamentales que nous avons établies 
sont, comme on sait, les suivantes ; 
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La rclaiion (1), qui a déjà été envisagée directement au 
11° 67, amontt'é que fa quantité de mouvement acquise au 
bout d'uu temps quelconque est égale h l'impulsion de la 
force pendant ce niéiue temps, eu appelant respectivement 
quantité de mouvement et im.puhion de la force le pro- 
duit mV et l'intégrale / Vdt prise depuis le départ jusqu'au 

bout du temps considéré /. 

Ce résultat est susceptible d'élre généralisé eu ce qu'il 
convient à une période quelconque du mouvement, non 
comptée à partir de l'origine. En effet, considérons deuiL du- 
rées t^ et /, , dont la seconde est supposée plus grande que 
la première : soient V« et V^ les vitesses acquises corres- 
pondantes. D'après ce qui précède, on aura : 

d'une part, «iVo= T'Prf* , 

et d'une autre, »»V, = | Vdt . 
Retraucbons la première équation de la 3* ; il vient : 
my,—my^=r'Bdt—r'Pdl=r'pdt. 

Ce qui signiHe : 

Que la quantité de mouvement gagnée entre deux époques 
quelconques est égale à l'impulsion de la Torce pendant la 
période intermédiaire. 

N. B. Si la viiesse Y, était moindre que V^, c'est-à-dire 
si le mobile s'était ralenti d'une époque à l'autre, il y aurait 
eu perte de la quantité de mouvement, et l'impulsion delà 
force serait négative. On énonce cette proposition en termes 
généraux en disant que la variation de la quantité de mou- 
vement pendant une période quelconque est égale à l'impul- 
sion de la Torce pendant cette même période. 

La quantité de mouvement représente véritablement l'im- 
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en ap))elantt, la diDërence t, — *o, et prenant pour varia- 
ble iiKiépendante la diflféreDce t — („ • 

De niCmc, pour une deuxième période égale, de A à 'i , 
où la force agit en sens contraire, on a : 
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pulsion de la force, emmagatinée en quelque »orte dan* 
le eorp». Car, si l'on vient à appliquer au mobile iiiic force 
égiile et contraire à celle qui l'a sollieitc tout d'abord, et 
pendant an même temps, le mobile perd une quantité de 
monvemcnl égale à celle qu'il avait gagnée. En elTet, pour 
une première période comprise entre /« et f, , on a 

mY,~'myt = Ç'v dt =r Pdt ; 

nce t, — *o, et prenant 
ïrence t — („ • 
deuxième période égal* 
contraire, on a : 

mV, — ïhV, = — r'prfi == — f'pdT, 

d'oùen ajontdnt : 

m V, — m Vo = et myt=m\t. 

Ainsi, à un moment quelconque, la quantité de mouve- 
ment du point matériel peut régénérer l'impulsion qui l'avait 
produite. 

Equation de ta force rive. 

75. — On obtient uue relation très-remarquable et d'un 
usbge général, comme nous le verrons par la suite, en éli- 
minant le temps I entre les formules (1) et (S). 

Cette élimination s'effectue simplement en divisant ce» 
deux formules l'une par l'autre, ce qui donne,: 
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Or, d'après les principes conons du calcul différentirr, 
le rapport des dérivées ~^ > j: t '>ù V et « sont des fooc- 

lions explicites du temps, est égal au rapport ^ , oil V et < 

sont dos ronctioDS implicites du temps : en sorte que rê<[iia- 
lion ci-dessns devient : 



qn'on met ordinairement sons la forme : 



d'otr, en iatëgrant par rapport i» « et V cmisidërées comme 
vat^ables indépendantes, 



(1) f'pd>==in 



relation qni ne renferme pas le fempê explicitement. 

Il en résnile qne, si la valeur de la force P peut **tre expri- 
mée directement en fonction de la longueur parcourue i, au 
lieu de IVHre en fonction dn temps, le premier membre 

/ Pd» deviendra une certaine fonction de «, et on pourra 

oonséqucmmcnt déduire la vitesse de la longueur parcou- 
rue, ou réciproquement ; sans qu'il soit besoin de connaître 
la loi suivant laquelle la vitesse on la longueur parcourue 
varie avec le temps: connaissance indispensable dans le 
cas ordinaire, oit l'une des quantités V et « ne peut être ob- 
tenue en fonction de l'autre, au moyen de la relation y== j^t 

que si la quantité connue est assignée par sa fonction du 
temps. Ainsi la relation (1) ci-dessus sera d'un immeusc se- 
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cours toutes les fois que la Torce sera exprimable en foDC- 
tion de la positiou du mobile. 

Il ne faut point s'étonner que l'esprit humain ait été con- 
duit à chercher dans les phénomènes mécaniques une relation 
qui fut indépendante du temps ; bien qu'au premier abord 
cet élément, plus que tout autre, semble s'y rattacher inévi- 
tablement. L'étude même du monde extérieur a dû enseigner 
cette singulière abstraction. Nous y voyons en eiïet que la 
plupart des forces naturelles sont indépendantes du temps, 
ou , pour mieux dire , que presque tous les mouvemenls de 
l'univers se produisent comme s'ils étaient dus à des forces 
qui, au lieu de varier avec le temps, dépendraient unique- 
ment de la position géométrique des corps considérés. C'est 
aiusi que la force de la gravitation ne dë|)eud que des dis- 
tances mutuelles des asti'cs, que les actions moléculaires ne 
varient qu'avec l'écartement des molécules, que la force d'eX' 
pansion des gaz ne varie qu'avec le volume où ils sont ren- 
fermés, ce qui revient à dire que celle force est fonction de 
la distance. Il n'y a que très-peu de phénomènes qui fassent 
exception à cette loi : on peut citer eu premier lieu les ac- 
tions développées par les êtres animés, actions dont l'afl^i- 
blissement graduel est connu sous le nom de fatigue : on 
peut citer également les actions dues à la chaleur, qui variait 
presque toiyours d'intensité d'un moment à l'autre, parce 
que l'agent inconnu qui les détermine est progressivement 
modifié par le milieu environnant. Néanmoins, nous le ré- 
pétons, la plupart des causes mécaniques sont, de leur na- 
ture, ïudépendantes du temps, et, par cela même, ont dû de 
bonne heure faire sentir l'utilité de relations où le temps ne 
figurerait pas. C'es^t pourquoi l'esprit s'est arrêté ù la com- 
binaison précédente, qui, sans les circonstances naturelles 
dont nous parlons, n'eût été qu'une vaine opération logique, 
sans efficacité pour l'étude des phénomènes réels de l'nni- 
Yera. 
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La relation 

><(. = ! 



r- 



étant d'un grand usage en mécanique, on a désigné, pour 
abréger, par un nom parlieulier chacune des deux quantités 
qui y figurent. 

L'intégrale | ?di, qui est supposée piîse par rapport à «, 

s'appelle le travail de la force. 

ht produit ',m\*5'appe]]e la force rive du pot ni Tttalériel. 

Voyons quelle est l'origine et le sens véritable de ces deux 
dénominations. 

i- Travail. 

76., — Ce mot n'a évidemment pas le sens qu'on lui aitri- 
bue dans le langage ordinaire, lorsqu'on dit , par exemple, 
d'un homme qu'il aime le travail, qu'il fait de grands tra- 
vaux, etc., pour dire qu'il aime à s'occuper utilement, que son 
activité produit de grands résultats ou qu'il a de grandes con- 
ceptions, etc. Ce sont lu autant d'acceptions philosophiques 
du mcrt travail, qui n'offrent aucuue analogie immédiate avec 
l'intégrale qu'il doitreprésenler ici. Mais il est un ordre d'o- 
pérations sociales pour lesquelles l'analogie va apparaître. Je 
veux parler des travaux industriels, de ceux surtout qu'on 
apjf>elle souvent travaux mécaniques. Pour peu qu'on réilé- 
chissc sur l'ensemble des opérations matérielles auxquelles se 
livre l'industrie, on reconnaîtra qu'elles consistent presque 
invariablement à faire parcourir un certain etpace à une 
certaine force. En veut-on des exemples? Prenons, je sup- 
pose, de la bouille à extraire du fond d'un puits : qu'est-ce 
autre chose q«c faire parcourir à une certaine force, qui est 
le poids de cette houille, un ceruia espace, qui est ta hauteur 
du putts^ Vous remorquez un convoi de chemin de fer : 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



188 LITBE II. — POIST MATÉRIEL. 

n'est-ce pas encore une certaine Torcc, qui est ta rësislancc 
du train, à laqnelle vous faites parcourir une certaine lon- 
gueur? Qu'on alèze des métaux, qu'on enfonce des clous, 
qu'on scie du bois, c'est toujours une force qui parcourt un 
espace; et toujours, ne l'oublions pas, une force qui est ii- 
dépeudante du temps, et qui, si elle n'est pas constante, dé- 
pend uniquement de la position des corps considérés. 

Ces exemples nous montrent que les travaux industriels 
consistent bien en ce que nous avons énoncé, c'esl-à-dtre 
qu'ils sont lottjour* compoae'i, itune certaine façon et ex- 
cluiivetnenl , de force» et d'eipaeei parcouru». 

J'ajouterai maintenant que cette composition de force et 
d'espace est précisément celle que représente l'intégrale 

/ Vd$, ou, pour mieux dire, que c'est cette intégrale qui 

mesure la valeur vénale du travail obtenu. 
Considérons en effet d'abord une force constante : 
Soit de la honilie à extraire du fond d'un puits. 
Qu'est-ce qui dctermiiic la valeur sociale, le prix dit tra- 
vail? C'est bien évidemment : 1" la quantité de liouille ù ex- 
traire ; 2' la hauteur on il faut l'élever. Je puis même dire que 
le travail sera double si la quantité de houille est double ou si 
la profondeur du puits est double. En deux mots, le travail 
sera à la fuis proportionnel an poids et ft l'espace parcouru : 
il sera mesuré par Px*, Pétant ce poids et* cet espace. — 

D'un auli'c côté, voyons ce que devient notre îutégrale j Vd», 

dans l'hypothèse d'une force constante : elle devient préci- 
sément Px». 

Ainsi, ce que nous avons appelé travail dans notre for- 
mule algi'briqne représente bien le travail de l'industrie 
sociale. 

Que si maintenant nous considérons un travail indus- 
triel où la force est variable, nous aurons encore à signaler 
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la même analogie. Car snpposons que la force, aU lien de 
Tarier d'une manière continue le long de l'espace parcouru, 
ainsi que cela se passe efTecUvemetit, varie an contraire par 
soubresauts, c'est-à-dire demeure constante le long d'une 
ft^ctlon du parcours et ait ensuite une valeur différente 
pendant la fraction suivante ; le travail total sera ëvidem- 
mcnl exprimé par la somme de tous les travaux partiels cor- 
respoudanl aux diverses fractions du parcours. Nous passe- 
rons de ce ti'avail imaginaire au travail réel en concevant 
que ces fractions diminuent individnellement de pins en 
pins, en sorte que finalement le travail en question n'en 
autre que la somme limite de tons ces travaux partiels. Or, 
parallèlement à cette conception, la formule algébrique est 

interprétée de même : car l'iutégralc / Pdi représente pré- 
cisément la somme limite de tous les produits obtenus en 
multipliant la valeur de la force en chaque point du par- 
cours par la longueur infiniment petite de ce parcours par- 
liel. Donc encore ce que nous avons appelé travail dans le 
calcul correspond h ce qu'on entend par ce même terme 
dans l'industrie. 

Ces considérations nous montrent pourquoi l'on a été con- 
fluit h affecter h ime quantité purement analytique un mot 
déjà consacré dans le langage ordinaire pour désigner cer- 
taines opérations matérielles. Mais cette analogie ne doit 
pas nous donner le change sur le caraclère véritable de l'in- 
tégrale introduite ainsi par le calcul. It y a nécessairement 
une foule de cas où cette expression algébrique ne peut 
avoir aucune signification relative à nos travaux proprement 
dits. S'il s'agit, par exemple, de In force équivalente à la 
gravitation ou qui pourrait déterminer le mouvement d'une 
planète, il est bien évident que le produit de cette force par 
l'espace parcouru, produit que nous continuons, en méca- 
nique, ù appeler travail, ne correspond h aucun travail 
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induêtriel réaliKable. En résumé doue on doit se borner à 
envisager ce mot de travail comme uac appellation abré- 
viative de l'intégrale qn'on a vue, mol clioîsi d'ailleurs de pré- 
Çéreoce à tout autre, parce que, dans beaucoup de cas, l'in- 
tégrale qu'il désigne représente juslemcnt ce qu'on nommait 
déjà ainsi dans nos opérations ind ustrielles. 

2" Forée rive. 

77. — Danscetie locution les mots ont un sens qu'il im- 
porte de préciser. Celui de force n'est point le même qu'on 
a spécifié an n° S, et qu'on lui donne toujours quand on 
s'en sen isolément Ici force signifia travaif, absolument 
comme on dit d'une machine qu'elle a une grande force^ 
pour exprimer qu'elle est susceptible de produire un grand 
travail. Le mot vive a un seus emprunté à certaines locu- 
tions du langage ordinaire, où il est synonyme de mmive- 
ment, comme loi'sqn'on dit une eau rive pour désigner une 
eau en moiirement. 

Ainsi force vive signifie exactement travail qui te meut 
on travail en mouvement. Itcste à expliquer pourquoi on 
a désigne ainsi en mécanique le produit ^mV. La raison on 
est simple : c'est parce qnc celle quantité {m\* l'eprésenlc 
numéi'iquemeiit, d'après la relation du n° 75, le travail qu'a 
effectué la force pour communiquer au mobile la vitesse 
qu'il possède actuellement; et parce que, en outi'e, si, à ce 
mobile doué de la vitesse V, on applique une force égale 
et de sens contraire à celle t]ui lui a communiqué celte vi- 
tesse, le mobile sera rameué au repos après un parcours 
égal au premier, et.parconséquent, après uti second travail 
égal et de sens contraire à celui qui a été fait tout d'aboi-d. 
Acceptons pour nn moment celte vérité, que nous démon- 
trerons bientôt (il' 78). Il en résulte que le mobile, doué de 
la vitesse V, équivaut au travail même qui lui a imprimé 
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celte vitesse, on, en d'autres termes, que le mobile apporte 
avec lui, dans son mouvement, le travail primitif incorpore. 
C'est pourquoi )a quanlité ^mV, qui, en vertu de la relation 
du D" 75, est numériquement égale au travail efTectnë, est 
appelée forée vive, pour exprimer qu'elle repi-ésente ce tra- 
vail en mouvement, susceptible d'être régénéré au moment 
que l'on voudra. 

Remarque. — Certains auteurs appellent force tire, non 
pas ^mV, mais le double de cette quantité, c'est-à-dire mV*. 

Une telle définition est véritablement inexplicable, car 
alors les mots force vive, affectés à celte quantité, ne peu- 
vent plus signifier travail en mouvetnetit, et n'ont plus par 
conséquent qu'un sens arbitraii'e, sans aucun rapport avec 
celui que leur donne l'ctymologie. 

78. — La relation 



fj'^-'- 



s'éuouce, avons-nous dit, de la manière suivante : 

Le travail d'une force sur un point matériel est égal à la 
force vive communiquée ^ ce point. 

C'est là une relation analt^ue à celle du n* Ift, consistant 
en ce que l'impulsion d'une force sur un point matériel est 
égale à la quantité de mouvement. 

Ainsi le travail joue, par rapportàla force vive, le même 
rôle que l'impulsion par rapport à la quantité de mouvement. 
On peut dire aussi que, des deux quantités mV et îmV*, 
l'une mesui-e l'action de la force dans le temps, et l'autre son 
action dans l'espace. ' 

L'équation de la force vive donne lieu aux mêmes consé- 
quences que l'équation de la quantité de mouvement. Nous 
allons les déduire successivement. 

1* Le travail d'une force, pendant un parcours quelconque, 
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non compté depuis le départ, est égal à l'accroissemenl de 
force vive peodaDi ce méine parcours. 

Car û >, et ', sont deux longueurs parcourues, comptées 
depuis le départ, >, étant plus grand que <„ on a d'une part: 



£' 



P */j = i m V,' i 
et d'antre part : 

Bctranchous la première équation de la deuxième . 
"*'? dj = i m V,' — 1 m V„' . 



r- 



Si la force vive diminuait au lieu d'augmenter, le second 
membre serait négatif, et le premier le serait aussi par con- 
séquent : alûi's en elTet la force P agirait en sens coniraire 
de sa direction primitive, puisque d'une position à l'autre 
U vitesse se trouverait rnieiilie : cette force P, et par suite 

l'intégrale / Prf» serait aHecU-c du signe moint. 

D'une manière tout à fait géoérale, l'équation de la force 
vive s'énonce : 

Le travail d'une force, entre deux poiitions quelconques, 
est égal à la variation de force vive entre ces deux mèoics 
posilioDs. 

On laisse quelquefois l'équaiion sous sa forme différen- 
tielle 

P rfï = d ( î m V» ), 

et l'on dit le travail clémentaii-e d'une force est égal à la 
variation élémentaire de la force vive. 
2° Si la vitesse du mobile a la même valeur pour deux po- 
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(ilioDfi diOërenles, la vailaiioa de force vive est nulle entre 
ces denx posiiions, et par suite te travail de la Torce est nul 
aussi. 

3* Le travail étant nul dans l'hypothèse ci-dessus, il faut 
nécessairement que la force ait change de sens à un certain 
point du parcours, sans quoi l'iRtégrule qui exprime le tra- 
vail ne saurait être anlle ; et l'on voit, en ontre, que le tra- 
vail de la force pendant la première période du parcours est 
égal et de signe contraire au travail de la deuxième période. 
Il en résulte que, pour détruire Is force vive quelconque po»- 
sédée par un mobile, il faut effectuer un travail exactement 
égal et contraire à celui qui la iSi avait communiquée. — 
Ce qui est la proposition que nous invoquions dans le numéro 
précédent. 

&*Sila force, après avoir agi de A en B pour faire passer la 
vitesse de la valeur V,ùla vitesse V,, change de sens après 
le point B, eu ayant des va- 
'^0 I y I "\* ''""^ absolues symétriques 

A. K B M' Ji. de celles qui avaient Heu 
F's- >• précédemment, c'est-à-dire 

des valeurs qui soient égales pour les positions M et M' éga- 
lement distantes du point B, à droite et à gauche, je dis que 
la vitesse Vi sera ramenée à la vitesse Vp lorsque le mobile 
sera parvenu en un point A' éloigné du point B comme l'est 
le point A. 

Il suffit de montrer que l'inlégi-ale / Pt^f.prisedeAeoB, 

est égale et de signe contraire à rinlégrate prise de B en A'. 
Or, cela est évident ; car soient «o, », et *j ios trois parcours 
comptés depuis l'origine, qui correspondent aux positions 
A,B et A'i soit 'ïi=*i — »o='i— »ii on a 



r-'^-r""" 
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co prenant pour variable indépendante la différence s entre 
la longueur s, qui varie depuis <, jusqu'à <,, et la longueur 
tlxe >»■ 0" ^ ^^ inâme 



pp di = r'pda: 



en prenant pareillement pour variable indépendante la diffé- 
l'ence u entre la longueur /, qui varie depuis t, jusqu'à «, , 
et la longueur fixe '(.— Cette seconde intégrale doit être 
affectée du signe moint, puisqu'on suppose que la force 
change de sens depuis le point B. — Les deux travaux par- 
tiels de A en B et de B Ai A' sont donc éganx et de signes 



-X^ 



Il résulte de là une autre conséquence : si un point maté- 
riel a une certaine vitesse 
— -1- — — j_- — V en B, et qu'une force con- 
traire se mette ensuite à 
'' agir sur lui , on vient de 

voir quil perdra sa vitesse au bout d'un parcours o tel que 

Or, le mobile étant ainsi réduit au repos en C, si la force 
continue à agir de C vers B, en ayant des valeurs symétri- 
ques, c'est-à-dire égales pour une position M également éloi- 
gnée du point C pendant l'aller el le retour, le mobile, ra- 
mené en B aura recouvré la même vitesse V que précédem- 
ment, car on aura pour l'expression de cette vitesse 



n V = r? ( — dfl ) = f"? (te 



cette vitesse est d'ailleurs en sens contraire. 

Ainsi, une force vive ou une vitesse est engendrée ou dé- 
truite, au bout d'un même parcours, par des forces qui ont. 
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pcnduni ce parcours, des valeurs exactenient symétriques. 

5' Si deux forces, qui ont des valeurs rg:iles pour les 
mOmes longueurs parcourues, agissent sur des masses diiïé- 
renies pendant des parcours égaux, elles leur comniuuîque- 
ront des variations de force vive égales. 

Car on' aura : 
pour l'uue des forces, 

rp d* = I m Vî — î m V' ; 



p d» = i m' v; 



imVÎ- 



II esta remarquer que deux forces qui satisfont à la cod- 
ditioD ci-dessus ne sont point des forces égale», c'est-à-dire 
passant par les mêmes valeurs au bout des mêmes temps. 
Car, puisque les masses sont inégales, les forces, si elles 
étaient égales, leur feraient parcourir des longueurs iné- 
gales au bout des mêmes temps ; elles n'auraient donc point 
des valeurs égales au bout des mêmes parcours, ce qui est 
précisément l'hypothèse. 

6° Si la force considérée est constante, on voit : 
Que, lorsque deux points matériels soumis respectivement 
à des forces constantes reçoivent les mêmes variations de 
force vive, les travaux sont égaux, et, par suite, les deux 
forces appliquées sont en raison inverse des longueurs par- 
courues : ce qu'on a déjà démontré d'une autre manière ; 
et que, si un point matériel possède une certaine force vive, 
il est ramené au repos par une force égale à la pi-emière, de 
sens inverse, et agissant pendant un même parcours. 
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Cas d'nne «itesM inillale. 

79. — Nous avoDS supposé, dans ce qaî précède, que le 
point malériel était en repos au moment où là force com- 
mençait à agir sur lui. Il y a lieu de rechercher ce que de- 
vicnnenl les équations du mouvement lorsque le mobile se 
trouve déjà animé d'une certaine vitesse initiale. 

Deux cas se présentent, suivant que cette vitesse a la même 
direction que la force ou une direction différente. Dans le 
premier cas, le mouvement reste naturellement rectiligue; 
dans le second cas, il osl curviligne , car il résulte h ta fois 
du mouvement uniforme dû à la vitesse initiale el du mou- 
vement varié quelconque dû à l'action de la force j or, on a 
vu (n" 60) que de tels mouvements ne peuvent se combiner 
en une trajectoire rectilignc. Nous rentrons ainsi dans le 
chapitre suivant, consacré à l'étude du mouvement cuni- 
ligne; c'est pourquoi nous ne nous en occuperons pas ici. 
Il nous reste à voir seulement le cas oit la vitesse initiale est 
dirigée suivant la droite même du mouvement. 

Cette vitesse n'a d'autre e^et que. d'introduire une cenaioe 
constante dans les équations intégrées, mais laisse subsister 
d'ailleurs toutes les autres sans y rien changer. £n effet, la 
relation 

a lieu, comme on sait, quelles que soient les causes du mou- 
vement considéré. Quant à la relation 

elle subsiste également, puisque l'accélci'alioa du mobilr, 
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qui est représentée par -r , ne dépend que de l'action de 

Is force qui le sollicite et nullement de la vitesse anlérieui'e 
qu'il peut avoir reçue. 

D'après cela, les combinaisons qu'on pourra faire avec 
CCS deux équations, comme, par exemple, l'éqnation difTé- 
rentielle 

conservent leur forme primiiive exactement. 

Les équations intégrées se ressentent seules de la pré- 
sence d'une vitesse inilialc. En eSet^ quand on intègre l'é- 
(|uation (2) ci-dessus pour trouver la valeur de la vilessc, on 
a, en général, 



V=C+ C-dt, 



C étant la constante quelconque inséparable de toute inté- 
gratiou. Ici, la constante n'est pas nulle comme au n* 73; 
parce qu'à l'origine du temps la vilessc, au lieu d'èti-e nulle, 
est, par hypothèse, égale à la vitesse initiale. Si donc a est 
cette vitesse, h» valeur de V devient 



V = a+ f ^^dt. 



Quant à la valeur de >, on a 



On peut arriver également à cette valeur de * d'une autre 
manière, en remarquant que l'espace parcouru est égal, d'a- 
près la quatrième proposition, à la longueur décrite enverlu 
de la seule vitesse initiale, c'est-à-dire a^ plus ta longucui'due 
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m 



à la seule action de la Torce, qu'on sait être 

Pareillement, l'équation intégrée de la force vive reafer- 
mera une constante ; car 

f'p ds + C = { m\^ : 

et C ne peut plus éti-e nul, puisqu'à l'origine du temps, la 
vitesse, au lieu d'éU% nulle, est égale à a, et par suite, la 
force vive est ^ ma' ; en sorte que la relation devient 



T' 



P dj = i m V'— I ma* . 



Mais cette vitesse initiale a n'iiidue pas sur les cquatioos 
relatives à des périodes non comptées à partir de l'origine; 
car, dans les différences, la quantité due à cette vitesse a 
disparaît nécessairement. Ainsi, 






n V, — m Va i 
1 VJ — i m V; ; 



comme s'il n'j avait pas de vitesse initiale. Et cela doit être, 
car en établissant la relation pour une période non comptée 
it partir de l'origine, que fait-on autre chose que de considé- 
rer un mobile déjà animé d'une certaine vitesse, ce qui est 
justement l'entrer par anticipation dans le cas actuel ? 

Il ressort de lit que toutes les conséquences formulées au 
n" 78; et qui sont déduites de la dernière équation, ne subis- 
sent aucune modification dans leur énoncé. 
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ÉUtnt donnée utu foret ifuelconque, variable à la fois dt grandfur et 
<tr dirrcUon, iéttranner le iimutement eaniligne qui en rfsulle; 

DQ réciproquement : 

^lanl eonmi le monrement rurriHgne d'un point, Irourer ia farce ra- 
riable qvi pcurriiii le produire. 



80. — Pour plus de généralité, nous «upposerons tout de 
suite que le mobile possède une vitesse initiale uu moment 
oîi la Torce commence 6 le solliciter. Cette circonstance 
n'introduira en réalité aucune diflicultë de plus, puisque, 
par cela seul que la Torce a une direction variable, la trajec- 
toire est curviligne c'est-à-dire aussi générale qu'on puisse 
la supposer. 

Prenons pour origine des coordonnées le pôintO où laToi-ce 
commence à agir sur le mobile, cl pour axes de coordonnées 
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irois droites OX, 0¥ et UZ qui se coupent à angle droit en 
ce point. 

La solution du problème consiste à trouver la position M 
du mobile au bout d'un temps quelconque, cl subsidiaii-e- 
ment sn vitesse a ce mo- 
ment, ainsi que les équa- 
lions de lu irajeetoîtc sui- 
vie dans tout le cours du 
mouvement. 

Soit m la masse du mo- 
bile, P la valeur de la force 
^ gui le sollicite à l'instant 

' Fig. 11. considéré, a., ë, y les trois 

angles formés par celle force avec les irois axes. — Ces 
quantités P, a, 6 et ■/ sont des fonctions connues du temps. 
— Soit enfin Via grandeur de la vitesse inconnue, eto, h, c 
ses trois angles avec les axes. 

Nous avons vu, dans la sixième proposition (n" 66), que In 
projection ou la composante de la force, suivant une droite 
quelconque, est égale à la masse du mobile multipliée par 
l'accélération de la vitesse projetée ou décomposée suivant 
la même droite. Si l'on applique ce lliéorcme, successivement 
pour chacun des trois axes, on obtiendra les trois équations : 



qu'on est dans l'usage d'écrire de la manière suivante, en 
désignant par \, Y, Z les trois composantes de la. force P, 
et par r, u, w, celles de la vitesse V : 

Wv àv „ dw „ dos 



On sait d'ailleurs, d'après oe qui a été dit au n* 61 , que 
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-fit ' ""W ' """rfl 



Ces six équations résolvent compléiemenl le problème, 
car elles pernieticnl de tmuver x, y, x, v, u, tr en fonction 
(les Quantités connues. On pent dire avec raison que le pro- 
blèmc du mouvemenl curviligne est ainsi ramené il trois 
problèmes de mouvement recUligne , s'effectuan^ suivant 
chacun des trois axes. Ainsi toutes les remarques qu'on a 
pu faire dans le chapiti'C précédent s'appliquent textuelle- 
ment: 

1' Au mouvement suivant OX, dont la composante X est 
la force ; 

S" Au mouvement suivant OY, dont la composante V est 
la force ; 

8' Au mouvement suivant OZ, dont la composante Z est la 
force. 

^fou^ ne nous arrêterons pas à clierchei' les valeurs de 
X, y, z, non plus que celles de r, «, w, valeurs tjui s'obtien- 
nent de la même manière que celles de « et de v dans le 
chapitre que nous venons de parcourir. Nous aurons à re- 
j)roduire la même observation en ce qui concerne l'inAncnce 
de la vitesse acquise. Les valeurs seront alors de même 
fonne que celles du a' 79 ; c'est-à-dire qne v, if, u> seront 



/"x T'y / "z 

respectivement égaux à / — ^^'i | ~ '''' / i^ *''• ^"8" 
memés des composantes de la vitesse initiale; et que x, y, z 
seront respectivement égaux à / / —dl', j j —dO, 

II 



— <^f', pareillement augmentés des espaces parcou- 
rus dus à ces mêmes composantes. 

Quant à la trajectoire, elle s'obtiendra, comme on l'a vu 
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»ii n" 70, en éliminani le temps entre les trois équations qni 
roiiriiissent les vAleui-s des trois coordonnées. 

Loi-sqoe le problème, au contraire, consiste ù trouver la 
forae, étant connue la position du mobile à cliaque instant, 
la solution est, analytiquement parlant, beaucoup plus 
simple, car elle se réduit h effectuer les différeniiations in- 
diquées dans les équations (1) et (2) ci-dessus. 



H«avem«Bt reetillgae tasgeallel. 

THÉOnËME DE LA FORCE VIVE. 

81 . — On a démontré au n" 67 que, si T est la composante 
de la Torce P suivant la tangente à la courbe en chaque point, 
et V la vitesse absolue du mobile, dirigée suivant cette 
mïtme tangente, on a la relation 



(E) 



'rfT 



ctt qui revient à dire que le mouvement sur la courbe s'ef- 
fectue comme un véritable mouvement reciiligne dont la 
force serait la seule composante T. En faisant donc abstrac- 
tion de la forme de cette tri^ectoire pour ne nous occuper 
que de la longueur absolue des arcs parcourus, suppost'S 
rectifiés, nous pouvons appliquer à ce mouvement tout ce 
qui a été démouti'é pour un mouvement rectilîgne quelcon- 
que, et notamment les conséquences suivantes : 

La variation de la quantité du mouvement, entre deux 
époques quelconques, eu égale à l'impulsion de la compo- 
s:mte langentieiie entre ces mêmes époques ; 

La variation de la force vive, entre deux positions quel- 
conques, est égale au travail de la composante taiigeniielle, 
entre ces mêmes positions. 
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La variation élémeuUirc de la Torce vive est égale au tra- 
vail élémentaire de la composante langentielle. 

Arrétons-iious un instaiiL sur ce travail de la composante 
tangeutielie. Nous voyons que, dans un mouvement curvi- 
ligne, il y a, entre la force qui sollicite un mobileet la force 
vive de ce mobile, la même relation quedans un mouvement 
rectiligne , pourvu que h force soil remplacée par sa com- 
posanie tangentielle, ou, ce qui revient au même, pourvu 
qu'on considère comme travail d'une force ù cliaque ins- 
tant, non pas le pi'oduit absolu de cette force par l'es- 
pace parcouru, mais le produit de cette force projetée tur 
ia direction du parcoure , multipliée par ce parcours. 
C'est là, en effet, le point de vne qu'on a adopté en méca- - 
nique : on estime te travail d'une force en la projetant préa- 
lablement sur la direction de l'espace parcouru à chaque 
instant. 

Remarquons bien que celte définition , dont nous exposerons 
tout à l'heure le motif, n'est nullement contradictoire avec 
celle qui a déjà été adoptée dans le mouvement rectïligne. 
Pour ce dernier, en effet, la force projetée sur la direction 
du parcours n'est autre que cette force absolue elle-même, 
puisque la direction de l'cspat-c parcouru et la direction de 
la force se confondent absolument. On peut ajouter que le 
travail dans le mouvement rectiligne n'est qu'un cas parti- 
culier du travail, conçu d'une manière plus générale, dans 
le mouvement curviligne, cas particulier consistant en ce 
que l'angle de projection est nul ou égal à 180". 
Avec celte nouvelle dénnition du travail, la relation 



r 



r dj = : m V* — ; m V! 



peut être formulée en mettant à l'écart la composante tan- 
gentielle pour y substituer la force donnée elle-même, et 
disant : Dans un mouvement quelconque, la variation de 
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force-vive eDtre deux positions du mobile est égale au tra- 
vail de la force qui sollicite ce mobile. 

Il ne faut pas perdre de vue, bien entendu, que cet éuonce 
n'esi rigoureux qu'autant que le travail demeure déliiii 
comme iUa été convenu plus haut, en tenant compte de 
l'angle formé avec la force par la direction de l'espace par- 
couru. 

83. — Une telle définition du travail est en ellemëme 
parfaitement légitime, en ce sens que, dans la science théo- 
rique, rien n'empêche de dounw le nom de travail à la quan- 
tité qu'il plait de considérer. La seule loi à laquelle les 
définitions soient assujetties , Cest de demeurer d'accord 
. avec elles-mêmes dans la suite de l'ouvrage. Ainsi , l'on 
n'aurait pas pu employer ce mot de travail, comme nous 
l'avons fait, dans le mouvement curviligne, s'il en était ré- 
sulté une contradiction avec le sens déjà admis dans le mou- 
vement rectiligne. Mais nous avons vu, au contraire, que les 
deux énoncés concordent, et que lu première déflnilion 
est implicitement comprise dans la seconde. Cette expli- 
cation, qui est décisive au point de vue purement logique, 
ne serait pas cependant satisfaisante pour l'esprit, si, ayant 
une première fois montré par suite di? quelles analogies 
avec les opérations industrielles on :■ adopté ce terme de 
travail, on ne se préoccupait plus la seconde fois de faire 
ressortir que ces mêmes motifs subsistent encore intégrale- 
ment. Or, c'est ce qui deviendra évident, pour peu qu'on 
réfléchisse' à la nature des mouvements curvilignes réalisés 
dans l'industrie. Le but qu'où s'y propose invariablement 
est de faire mouvoir une force le long d'une courbe relative- 
ment fixe, comme une courroie sur une poulie, ou un outil 
sur un cylindreàaléser, etc. Eu pareil cas, la force scdéoom- 
pose toujours en deux, une composante normale, qui est inu- 
tile ou même nuisible ù l'opération qu'on exécute, et qui est 
détruite en pure perte par l'axede la poulie, par les points d'al- 
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tache du cylindre, etc., el une composante langenlielle qui 
seule a son effet utile el accomplit le travail tel que nous 
l'entendons et le recherchons. C'est donc à bon droit, parle 
considération de ces résultats industriels, qu'on a été con- 
duit en mécanique à donner le nom de travail an produit de 
l'espace parcouru par laprojeetion de la force tur la dirw- 
lion de cet etpaee. 

Il devient dès lors sans Intérêt de laisser, dans l'équation 
de la force vive, figurer expliciienieut la composante tan- 
gentîelle de la force, puisque c'est cette force elle-même 
dont il s'agit dans l'énoncé. Aussi écnt-on généralement 
celle équation sous la forme suivante : 

r'p ds cos (P, (fj) = ; m Vj — -i m Vj , 

Vdiexa(?,di) = d{{m V) j 

en représenunt par cm (P, dt) le cosinus de l'angle formé 
par la force P avec l'élément parcouru dt. 

Une remarque qu'on fait immédiatement sur celte équa- 
tion, c'est que, dans le produit P. dt. cos (P, dt), on peut 
aussi bien regarder dt. cos (P, dt) comme la projection Acdt 
sur P, que regai-der P. cos (P, rf«) comme la projection de 
P sur (il. Cela permet de donner un nouvel énoncé au travail 
en le considérant comme composé de la valeur absolue de U 
force et de la projection, à chaque instant, de l'espace par- 
couru sur cette force. Quand on adopte ce dernier point de 
vue, on met ordinairement l'équation sous cette forme 



p rfp = rf {i m V) ; 

en désignant par dp la projection de d* sur la direction de 
la force. 
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N. B. Od peut toujours regarder P et ift comme essentiel- 
lement posiurs. Le véritable signe du travail sera ammé par 
le signe du cosinus. 

83. — La relation précédente est susceptible, avans-noiis 
dit, de fournir toutes les m£mes conséquences qui ont été 
présentées à l'occasion du simple mouvement rectiligne. 
Nous nous bornerons ici à celle qui ofTre le plus d'intérêt, 
et qui est relative au cas où la force P est constante en di- 
rection et en grandeur. 

Si l'on appelle p la longueur intercepiée sur la direction 
de cette force par les projections des deux positions entrâmes 
entre lesquelles on considère la variation de force vive, cette 

longueur;) sera précisément égale à / </< cos (P, dit), en 

sorte que la relation devient 

Pp = ; m Vj — i m Vj i 

ce qui monti-e que la variation de la force vive ne dépend 
que de l'écart des projections extrêmes, et nnllement de la 
Tonne de la ir^jectoirc. 

Si donc nu mobile est lancé suecessivement d'un certain 
point de l'espace avec une mâinc vitesse, dans des directions 
différentes, et s'il est dès lors sollicité par une force con- 
stante, ce mobile aura toujours la même vitesse absolue, 
quelle que soit la forme des traje^iloires, en passant aux 
points où ces diverses trajectoires rencontrent un plan per- 
pendiculaire ik la direction de la force, mené à une distance 
quelconque du point de départ. C'est ce qui arrive notam- 
ment en projetant un corps dans l'espace; quelle que soit la 
direction de la vitesse initiale, il rencontre toujours le plan 
horizontal avec la môme vitesse. 
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ÀtTRB MAMfeRE OE DÉDUinE LES ÉQUATIONS PRÉCÉbENTES. 

8A. — L'équation de la force ungentielle doit évidemment 
pouvoir se déduire des l'elattons établies au n" 80. En eflét, 
ces dernières expriment que le tliéorème du n" 66, cousis- 
tant en ce que la projection d'une force est égale h la masse 
multipliée par l'accélération de la projection de la vitesse, 
convient à trois directions différentes, qui sont celles des 
trois axes;. mats cela revient justement à exprimer que le 
théorème est vrai pour une direction quelconque. Donc l'é- 
quation de la force iangentielle,'qui est relative à la direc- 
tion particulière de la Ungenlc, doit, être implicitement 
contenue dans les trois équations relatives aux axes. 

En effet, reprenons ces dernières en laissant en évidence, 
dans les seconds membres, la projection de la vitesse ab- 



f*\ X -^ '^(Vcw") ^_ _ diVcMb) ,_, rf(VcosO 
Développons les différentielles des produits ; il vient : 




Or, les trois premiers lennes des seconds membres peu- 
vent être considérés comme représentant les composantes, 

suivant tes axes, d'une force égale ^ m-jr , et dirigée sui- 
vant la tangente, c'est-à-dire faisant avec les axes les angles 
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, c. C'est donc là la force tangenlielle déjà trouvée, 



Quant aux seconds termes des mêmes équations, remar- 
quons que les trois cosinus qui y figurent sont respective- 
ment égaux ^ j~ » 3^ > j" i '^* 1"^ '^ diffërenlielle qui y est 

prise pur rapport à t est égale, d'après les règles connues 
de l'analyse, à la différentielle prise par rapport à g, multi- 
pliée parT-=V, Donc, 




Or, si l'on appelle ?., i^, > les angles du rayon de courbure 
avec lesaxes,ei fila longueur de ce rayon, on sait que l'on a: 

dx , dx 

^ ,, . ds cos X 



= p^- '*'"*' -3r= 



d'oà 



dz 

"S cos V- 



~S" 



£n faisanl la substitution dam les équations (3),et de là 
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dans les équations (3), od voit que les seconds termes de 
ces dernières deviennent respectivement égaux à 

COe A , cos u , COSK : 

P P '^ P 

quantités qu'on peut considérer comme les trois compo- 
santes d'une force dirigée suivant le rayon de courbui-e, 
c'est-à-dire Taisant avec les a\es les angles X, (*, v, C'est 
donc la force centripète que nous avions déjà considérée 
dans le cours de la sixième proposition, 

(F) N = ^. 

P ■ 

Ainsi celte relation , aussi bien que celle qui concerne la 
force tangenticlle, se déduit des troiséquations établies pour 
les trois axes. 

La manière même dont ces deux forces T et N se présen- 
tent dans le calcul précédent met bien en évidence leur rôle 
respectif dans te mouvement. Le point de vue analytique cSt 
tout à fait d'accord avec le point de vue mécanique. En effet, 
la force tangenticlle, dans les équations (3), correspond à 
la variation de la seule vitesse, les cosinus de a, k, c ne va- 
riant pas, c'est-à-dire la direction de la tangente étant sup- 
posée constante, et, par suite, le mouvement étant regardé 
comme recliligne; au contraire, la force centripète corres- 
pond à la seule variation ile la direction de la tangente ou à 
l'intlexion successive des éléments parcourus, la vitesse ab- 
solue étant regardée comme constante. 

On donne assez fréquemment une méthode géométrique 
très-simple pour trouver la valeur des forces tangentiellc et 
centripète, et qui est basée sur les mêmes considérations 
déjà présentées an n" 73, oii l'on trouve l'expression de l'ac- 
oélcratîon due à une force variée, en regardant cette force 
comme constante pendant un temps infiniment petit. 
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Soit le mobile arrivé en M avec une vitesse V, et sollicité 
jn ce point par la force P. Pendant un leni]ls infiniment 
petit, on peut considérer la 
force Pcomme constante en 
grandeur et en direction, et 
la déi:umposer en deux au- 
tres également constantes, 
K que nous appelleronsTet N, 

et respectivement dirigées, 
l'une suivant la tangente 
MT, l'autre suivant le rayon 
Fig. 11. de courbure M K. Le mo- 

bile airivant en M' au bout d'un temps inSniment petit peut 
être considéré comme ayant obéi aux deux mouvements recli- 
ligoesMI etML. La vitesse suivant M lest V,^V cosM'MI 
^V, puisque l'augle M'ML est iulÏDimcnt petit. Donc T, 

qui est égal à wï-tt*, est égal ù m-i-, D'unautre côte, 

là force N ayant été constante pendant tout le temps dt, on 

a ML=i^rf/». 

Mais l'arc M M' êtani inllniment petit, peut être considère 
comme appartenant au cercle osculaicur. Donc, p étant le 
rayon de courbure au point M, on aura, d'après les relations 
géométriques connues, 

M L X 2p ='iâM'' = V iû= , 

d'oCi \i-di\ 2p = V'(û', d'oii enfin JN = ^^ . 
2m r p 

C'est ce qu'on appelle la méthode d'Uuyghens, du nom 
de SOI) inventeur. 

8S. —On peut également déduire d'une manière directe 
l'équalion de la force vive destroiséquations du mouvement 
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suivant les axes, sans passer, comme nous l'avons fait, par 
r^nation (fc la composante langentielle. 

En effet, chaque mouvemeitt reciiligne suivant les axes 
donne lieu de considérer nn travail et une foi'ce vive corres- 
pondanu, dus ù la seule composante de In force donnée. 
C'est ainsi qu'on aura : 

Ajoutons membre à membre : il vient 

Xdx+lidif + Zdz = dim{o' + u'+tt^)=dimV' . 

=rdtcoB{P,dt) . 
Donc, en inlégraot entre deux positions quelconques, 

/''P(ijco8(P ,rf5}=imVj — imVj ; 

ce qui est précisément la relation déjà Ironvée. 

Nous remarquerons en passant qu« la relation iotermé- 
diaire établie ci-dessus, 

Xdx + H dy + ldz = PdsoM{P, df) , 

exprime que le travail élémentaire de la force P est égal à 
lu somme des travaux dus aux trois forces X, Y et Z. Ces 
dernières sont les composantes de la première, en sorte que 
relte égalité signifie que le travail de la force donnée est 
égal à la somme dfs travaux de ses trois composantes. Ce 
n'est là , au reste , qu'un cas particulier de la proposition 
générale suivante : 

La somme des travaux éiémenlaires d'nn système de for- 
ces quelconques, appliquées à un point mniérïel, est égal à 
la somme des travaux de tout autre système équivalent. 
I. H 
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La démonstratioD directe en est fort simple : 
La somme des projections , sur uoe droite quelconque, 
d'un système de forces est égale ii lu projection de la résul- 
tante de toutes ces forces, à cause de la construction poly> 
gonale qui rattache la valeur de la résultante à celle de 
ses composantes. D'itprès cela , lorsque deux systèmes de 
foroes sont équivaleiil^ ou susceptibles d'ôlrc l'éduits ù la 
même résultante, les sommes de leurs projections sont 
égales. Or, le travail élémentaire d'une quelconque des 
forces appliquées à un point matériel est i-gal au déplace- 
ment infiniment petit de ce point, multiplié par la projection 
de la force sur ce déplacement. Doue la somme des travaux 
de toutes les forces est égale à ce déplacement multiplié par 
la somme des projections. Donc, cette somme étant la 
même de part et d'autre dans deux systèmes équivalents, 
les sommes des travaux élémentaires tout aussi les mêmes. 
Souvent on laisse l'équation des l'orces vives sous la forme 

X ic + T (/y + Z liî = rf i; '« V , 

qui exprime que la somme des travaux élénicntaiivs des 
composantes suivant les trois axes est égale ii la variation 
élémentaire de la force vive du mobile. 



THÉORÈME DES SURFACES nE NIVEAU. 

86. — Supposons que X, Y, Zpuissent être respectivement 
^xpi-imées en fonction des seules coordonnées x, y, x ; et 
qu'en outre il existe une fonction de x, y, x, telle qu'en en 
prenant la difTércntielIe totale , c'est-à-dire la différentielle 
par rapport à x, y, z, cousidérocs successivement comme 
variables indépendantes , on retombe précisément sur la 
fonction '^dx-\-\dy-\-Xdz , dans laquelle, bien entendu, 
X, Y et Z Kont supposées rcniphicrrs par leurs valeurs, 
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Soit <f (x, y, z) la fonctioD en question, telle, disons-nous, 
qu'on ait : 

^ d« + jî dy + J rf« ». X <& -t- Y dy 4- Z <fa . 

Actuellement prenons l'intégrale de '%.dx-^Hdy-^l.dz, 
entre deux positions déterminées du mobile, dont les coor- 
données seront respectivement Og, h^, e„ a,, i,, c,, corres- 
pondant anx vitesses V, et V, da mobile. L'intégrale indé- 
finie n'étant antre chose que la Tonctioa ly (*, y, »), l'inté- 
grale définie s'obtiendra en y remplaçant x, y, z par les 
valeurs particulières des deux positions considérées; en 
sorte qu'il vient 

f ^a^,b^,C^ — f (a,, b„C^ = imy] — i» Vj. 

Cette .relation nous montre que dans l'hypothèse où nous 
nous sommes placés la variation de la force vive do mobile 
ne dépend que des valeurs particulières des coordonnées 
des positions extrêmes , et nullement de la forme de la tra- 
jectoire entre ces positions, ni du temps employé à la par- 
courir. 

On voit , en outre, que, toutes les fois que le mobile pas- 
sera par une position telle que la fonction <j {x, y, 2) prenne 
la même valeur en y substituant les coordonnées de cette 
position , la force vive aura varié de la même quantité, et, 
par suite , la vitesse du mobile en cet endroit sera exacte- 
ment la même. 

Or, il est visible que, par cela seul que la fonction if est 
supposée exister , il y a toujours une infinité de points dans 
l'espace dont les coordonnées donnent la même râleur à 
cette fonction. 

Car il' suffit que ces coordonnées satisfassent à la con- 
dition 

<^{x,y.z)='C; . 



rmn-n-.;GoOg\c 



16ft uvne ji. — POINT matêbiel. 

C désignant une ceilaîne quantité constante. Cette équation 
comporte lividemmvot tinc iiiBuité de solutions, puisqu'on 
y peut disposer arbitraii'emeot des trois quantités x, y el x. 

L'ensemble de tous ces points n'est autre chose que la 
surface même représentée par l'équation ci-dessus. 

On peut donc dire que chaque fois que le mobile, dans son 
mouvement quelconque, coupera la surface (f(x, y, z) = C, 
il aura la même vitesse, quels que soient le moment et le 
lieu où il rencontre cette surface. 

C'est là une conséquence du même genre, mais plus géné- 
rale, que celle qui a été signalée au n* 83 , dans l'hypothèse 
d'une force constante. Nous ajouterons que ce cas spécial 
rentre dans le cas actuel , c'est-à-dire que la fonction 
Xdx-i-Ydy-i-Zdz a nécessairement une intégrale totale 
exacte, quand X, Y et Z y représentent les composantes d'une 
force constante. Alors, en effet, X,YetZsontîndividuellement 
constantes, et la fonction devieut Kdx+K'dy+ K"dz, 
en appelant KfK'lK" ces constantes. Or, la fouciion dout 
Kdx+K'dy+Wdx est la différentielle totale, se ré- 
duit à K«+K'y + K"2, et, par conséquent, la relation 
i^{x,y, z)^C devient 

Kx+K'y+K."z = C ; 

ce qui est justement l'équation d'un plan perpendiculaire 
à la direction de la foi'ce. 

Ce plan étant appelé plan horizontal ou de niveau 
lorsque la force constante est la pesanteur, on a, par ana^ 
logie, nommé turfaee de niveau celle qui est représentée 
par l'équation ^ (x, y, ï)=C. 

Il y a évidemment une infinité de surfaces de niveau 
pour chacune desquelles tous les points jouissent de la pro- 
priété que nons venons d'énoncer, la vitesse ne restantcons- 
tante, bien entendu, que sur la même surface, et variant 
d'une surface à l'aulre. Toutes ces surfaces de iiivean s'ob- 
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ijenneiit en doDnani toutes les valeurs possibles à la cons- 
tante G dans l'éqaation générale r^ {x, y, £)=C. 

L'énoncé le plus général de la propriété que nous exa- 
minons consiste ùdire que la variation de force vive ou de 
vitesse d'un mobile, entre deux surfaces de niveau quel- 
conques, est toqjours ta n)éme,quels que soient les points où 
ce mobile les rencontre , et quel que soit son mouvemcnl 
dans l'intervalle. 

En chaque posiiion du mobile, la suiface de niveau, 
menée par celte position, est toujours perpendiculaire à la - 
direction de la force. En effet, d'une'puri, les angles fomiés 
par la force avec les trois axes coordonnés ont respective- 
ment pour cosinus : 

X Y Z _ 

P ' P • P ' 

d'autre part , les angles formés par lu norniule à la snrfuve 
de niveau ont respectivement pour cosinus : 

Bp . Hp, Kp ; 
de dy az 

en désigitaul abréviativement par H la quantité 



^(i^(|)' 



Le cosinus de l'angle que la force fait avec la normali 
sera conséquenimentcgal à 

P \ éc dy dzj 

Mais puisque, par hypolbèse, ^ dx + -i^ t/y -i- -P^ dz = 

X tix + Y dy -h Z dz, \\ en résulte : 

dx dy' dz' P ' 
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en faisant la substilutîon dansia valeur précédente du cosinus, 
on voit qu'elle se réduit à 1 , ce qui prouve que l'angle est nul. 
Ainsi, la résultante de toutes les forces qui sollicitent le mo- 
bile est constamment perpendiculaire à la surface de niveau 
correspondant au point considéré, ou à la surface dont l'é- 
quaiion différentielle est toujours Xrfar+Yrfy + Zrf^^G. 
D'où il suit que pour les différentes positions que le mobile 
peut occuper, à diverses époques de son mouvement, snr 
une même surface de niveau, les valeurs de la force corres- 
pondant k ces positions sont inversement proportionnelles 
aux perpendiculaires menées it la surface de niveau infini- 
ment voisine ; car, d'une surface à l'autre, le travail, qui est 
égal à la valeur de la force multipliée par la longueur de la 
perpendiculaire, demeure constant. 

87. — Il est un cas important où Xdii;-\-Ydy+ Zds est 
évidemment la différentielle exacte d'une certaine fonc- 
tion des coordonnées ; c'est 
lorsque toutes les forces qui 
sollicitent le mobile pas- 
sent par des centres axes 
et sont en même temps des 
fonctions quelconques des 
~% distances du mobile à ces 
centres. 

Soit, en effet , R l'une de 
ces forces , passant cous- 
(ig. 13. tamment par le centre fixe 

I, et dont la valeur est une certaine fonction de la distance 
r du centre fixe à la position actuelle M du mobile. Soient 
«, y, ï, les coordonnées du point M, et n, f, 9, celles du 
centre I. Les composantes de celte force R, suivant les trois 
axes, auront respectivement pour valeurs 




n,g,t,7rJM,GOOglC 



MOtiVEMÉNT CURVILIGNE D'UPf POWT LIBRE. 187 

par conséquent, les termes dus à la force R, dans la fonction 
générale Xdx+Ydy-\~Zds, seront : 

Or, d'an autre côté, on a 

r»=(;c-n)»-|-{y -py + [z-qy, 

d'où résulte, en différentianl, 

rdr = {x~n)dx + {y — p) dy +{z~q) dz; 

en substituant dans les termes précédents, on voit qu'ils 
deviennent simplement éganx à Rdr. 

Pour toute autre force analogue R', on aura pareillement 
des termes qui se réduiront h Wdr'. 

De sorte que si R, R', R" sont les diverses forces qui 

sollicitent le mobile, la fonction générale Xdx + Ydy + 
Zdz se trouve remplacée par 



R dr + R' dr' + R" *■" + .. 



Mais puisque R est seulement fonction de r, R' de /, 
R"der" , il y aura une fonction cf (r), dont la différen- 
tielle sera Rdr, une fonction x (/)> f'o'" '^ différentielle 
sera R' dr', et ainsi de suite, pour chacune des autres forces ; 
si bien que la somme de ces fonctions 

T('-)+xM + 

constituera elle-même une certaine fonction der, r', r" 

dont la différentielle totale, par rapport à ces quantités, 

sera exactement représentée par Kdr~i-K'dr'+. 

Mais remarquons que r est une fonction de x, y, t, 
savoir:r'=(aT—n)'+(y— />)'+(?— ç)'; de même r" est 
une fonction des mêmes coordonnées x, y, i, savoir : 
r'*={x—t»'Y-^-{y—p'y-\-iz — q'y, en représentant pai 
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n', p', f ', lescooi'doiiurâs du ceiili'e fixe relalir ù la foix-e R'. 
Si l'on substitue à »■, r*,.... ces valcm-s , lu fonctioi) '^ {r)+- 
'/. (^) + deviendra dès lors nne fonclion des coordon- 
nées X, y, X, dont la différentielle toUle, piîse maintenant 
par rapport à x, y, z, sera exactement égale à Xdx+ydy 
+ Zdz, en désignant ainsi la fonction Hdr+Kdr'-i~ 

R"dr''+ ;oii r,r',r" ,etR=(f (r),R'=xCO 

sont remplacés par leurs valeurs en fonction des coordoii- 
nées du point M. 

Donc les propriétés des surfaces de niveau conviendront 
intégral emeni à de semblables forces. 

La nature offie un grand nombre d'exemples de forces 
renirantdans la catégorie précédente. Généralement, comme 
nous l'avons déjji dit au n*75, les forces naturelles sont 
fonction des dislances, ou bien sensiblement constantes, 
et souvent elles s'exercent , soit le long d'une même droite, 
soit en passant par un centre relativement fixe ; telles sont la 
pesanteur, la gravitation, le magnétisme terrestre, etc., etc. 
88. — Il est des cas, au contraire, où l'on peut constater 
iuunédiatement que les forces ne sont pas de nature à rendre 
Xdx+\dy + Zdz une diBërenlielle exacte. 

C'est ce qui arrive toutes tes fois que , parmi les forces 
qni sollicitent le mobile, il y en a quelqu'une qui dépend 
ilireciemeut du temps, ou de la vitesse, ou de la forme de 
la trajectoire. Si , par exemple , le mouvement s'efi'eclue 
dans un milieu , tel que l'eau ou l'air, il se développe une 
certaine résistance due à In présence de ce milieu, et qui 
a pour caractère général d'augmenter d'une certaine manière 
avec la vitesse ; si bien que cette force est représentée par 
une fonction de la forme /"CV). En pareil cas, lorsque le 
mobile repasse par les mêmes positions les forces totales ne 
sont pas les mêmes, puisque certaines d'entre elles dépen- 
dent de la vitesse au passage. Ces forces ne peuvent donc 
être exiictemeitt exprimées en fonctions des seules coordon- 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



HOtiVEMENT CURMI.lGNi; DLN l'OINT LIBIIt. 169 

iiéGii, et, parsnitc, le terme géiiér.il \dx + \d'j + '/.iiz ne 
siuil'ail être la diflërenlielle exacte 'd'une fuiietioii oii ces 
coordonnées figureraient sans autres variables. 

Nous dirions de même si le mobile glissait sur mm 
surface ou sur une courbe donmie et qu'il en résultikt un 
fi-ottcmeiit quelconque. On sait que tout froltenieut dépend, 
cuti'e autres choses, de l'énergie avec laquelle le mobile 
pivsse sur la courbe ou sur la siirfuce ; ce qui revient à dire 
qu'il dépend de la composante normale du système de toutes 
les forces qui sollicitent le mobile. Or , il est bien évident 
que, toutes choses égales d'ailleurs, cette composante vai'ic 
avec la direcUon des élémeuu parcourus ou avec la Tonne 
et la direction de la trajectoire. Donc ici , comme dans le 
cas précédent , il serait absurde de chercber une rouctiuu, 
ne coulcnant que les seules coordonnées, qui eitt pourdiffë- 
reulielle exacte la quantité Xdx+Yiiy+Zdz. 

THÉORÈME DES AIRES. 

89. — Définitiont. — On nomme moment d'une force 
par rapport à un point, le produit de cette force par la per- 
pendiculaire abaissée dn point sur sa direction. Cette pei*- 
pendiculaire est assez fréquemment appelée £r(u du moment 
ou brat de levier de la forée. — L'expression de bra» de 
levier est empruntée à la machine très-simple dit« levier, 
consistant, comme on sait, en une verge rigide pouvan 
tourner autour d'un point fixe, et pour laquelle la dislance 
de ce point fixe à une force appliquée sur le levier est ap- 
pelée bras de levier de la force. Quant an terme de mu- 
faent, il dérive dn mot latin momentum, qui signifie 
produit. — On nomme rayon vecteur d'un point matériel eu 
mouvement la droite menée de ce point à l'ori^ne des coor- 
données, cl aire décrite la surface engendrée par les posi- 
tions successives de ce rayon vecteur. 
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Le tbéorèmedeeairesconsisledansia proposition suivante; 
Si l'on projette sur un 
plan le mouvement d'un 
point matériel, ainsi [gne la 
force qui le sollicite, U 
existe entre le moment de 
la ropcect le double del'aire 

X dccriledansce mouvement 
projeté la m'orne relation 

■^ qu'entre la force et la Iod- 
guciir parcourue dans un 
mouvement rectilî^e. De 
telle sorte que,si M dési- 
gne ce moment et > l'aire, 




M = m V. , absolument 



comme on a H ^=«1-77 
ar 



En effet, prenons le plan de projection pour plan des jry; 
et soit M S la trajectoire du mobile, P la force, NK et Q 
les projections de cette trajectoire et de cette force. 

X, Y et Z étant les trois composantes de la force P, on 
sait qu'on a les trois équations 



<Px 



Y=m^ 7=m— 



Prenons les deux premières : multiplions-les respective- 
ment par y et par x, et retranchons-les membre a membre, 
il vient 



Yx~Xy = 



(2' 



La force P est ta diagonale du paraltélipipédc construit 
' sur X, Y, Z ; et par consétiuenl Q, qui est égale à la projec- 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



HODTBHENT CURVILIGNE DUN POINT LIBBE. 



171 



tiondePsurlafacedeceparallélipipëde qui conticntXetY, 
est la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux 
composaotes dans le plan des xy. Or Y^ et Xt/ ou N¥ x Ox 
et NX X Oy sont les produits de ces composantes par des per- 
pendiculaires respectivement abaissées sur elles de l'origine. 
— On sait, par la géométrie, que la difféi'cncc de ces deux 
produits est égale au produit de ta diagonale N Q par la per- 
pendiculaire Oq abaissée sur elle *. 



' N'ouB reproduisonE ici la démonstritlon de ce thëorème de géomélrl 
dû, comme on sait, Il Vsrignon. 
SoitMielTetNXQYIe ptralMIogramme camidërë, et le point duiiiel 
on abaisse sur les deux cAtén et la 
diagonale les perpendiculaires Oz, 
Oy, etOq. Si le point choisi est 
dans le supplément Y NX' ou X N Y' 
de l'angle Y N X du parallrilogrun- 
nw, comme noua i-enons île le sup- 
poser, le produit de la diagonale 
par sa perpendiculaire Oi] sera égale 
i la tomme des produits des deux 
cAléa > V et N X par leun perpen- 
die aires respectives 0« et Oy. Si , 
''u contraire le point choisi est dans 
1 ^ngte YNX ou dans son opposé 
Y'NX', en O' par eTpniple, le pro- 
duit de la diagonale NQ par ta pef- 
pendicnlsire O'q' sera égal à la dif- 
(irtnct des' produits de« câtés NY 
et N X par leurs perpendiculaires 
O'a' et O'tf'. 

Pour le prouver, joignons ON, 
et décrivons sur chncune des Irols 
lignes NX. NV, NQ. les trois pa- 
rallélogrammes ONXd, ONYb, 
ONQf.Ces parallélogrammes au- 
ront respectivement pou r mesures de 
eurs surfaces les trois produiia en 
question. Mai^ ayaot une base com- 
CDtre eux comme Us perpendiculal- 
et «Q; ou, A anse du parallélisme 




mune ON, ces parallék^ramnies m. 
rea abaissées do ptdnt sur bY, a 
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Le premier membre de l'équatiou (a) est donc le moment 
dont nous avions paHé, et que nous désignerons par Qq, en 
mettant en évidence la force Q et le bms q qui le composent. 

Quant au deuxième membre de cette même équation, i-e- 
rf^y tPx d(xdy —ydx) 

' di^^ Si» 

Mais;r(/y — yijjrn'estautreclioscquti 
le double de l'aire infiniment petite 
décrite par le rayon vecteur N pen- 
dant l'instant dt. Cette expression, 
connue en analyse, est ti-ès-facile à 
retrouver : car soient OX el OY les 
deux.axesdn plan de projection, UN 
et ON' deux rayons vecteurs infini- 
ment voisins. Le triangle ëlémen- 
— taire ONN' est égal à ON'H' — 
NH'H'H-ONH. 




^^'ïl'^=dx{^+'idy,^ydx+\dxdy. O^W='^xy , 

d'où ONN =ï[xdy—ydx); 

égdiilé <|uî a lieu d'ailleurs quel que soit le mouvement 
supposé. 



de ceâ 1rol9 llgnea, comme le« trois loogueur» qu'elles Interceplenl sur une 
perpendiculaire tommane. \xa panillélosrnmmes susdit», ou les trois pro- 
duits en question, «ont donc entre eut comme ces trois longueurs. Hais il 
est vlsllilc que li demièie est ta somme des deux premières. Donc le dernier 
produit est égal à la somme des deux autres. 

Quand le polntcholsl est en 0, on reconnaît avec la n>éme raclllli- que la 
troisième longueur est égale à la diCTërencc des deui antre;. 

Or, dans la question mécanique qui nous u ramenés àce théorème, l'ori- 
gine des coordonnées de laquelle ou itiaissc les perpendiculaires e»t évi- 
demment dan« l'angle oppose ï l'angle XN Y; donc ces! le deuiii-mere- 
Bullal qu'on doit adopter. 
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Si donc X désigne l'aire finie, la quantité xdy— ydt sera 
représentée par dÇik^ et le second membre en questios 

,±<&. 

annoncée : 

La même proposition peut être établie pour chacun des 
autres plans coordonnés, ce qui Tournil les deux autres rela- 
tions analogues 



On donne indifféremment cette forme ou l'on gai^de celle 
de l'équation (o), qui, au fond, a une signification identique. 
Les trois relations restent, dans ce dernier cas, les suivantes : 



ï»-X, = m(^. 



JV. B. Si la trajectoire du mobile dans l'espace était une 
conrbe plane, on pourrait prendre son pian poar plan de 
pivjection. Le théorème deviendrait alors celui-ci : Le mo- 
ment de la force et le double de l'aire décrite sont liés entre 
eus. par l'équation dn mouvement rectiligne. 

90. — Les équations (2) ci-dossus peuvent f tre inlcrpré- 
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Lées d'une autre manière, égaleaient remarquable. Prenons 
la première, par exemple, remplaçons-y, comme précédem- 

d'y d'^ '^{-dl'-Ti") 
menl, ^F'-dë" P"'' S < 

les quantités j-, -^ ne sont autres que les vitesses compo- 
santes V et u. La vitesse du mobile, dans son mouvemeot 
projeté, vitesse que nous désignerons par U, est la diago- 
nale du parallélogramme construit sur v et u. Donc, pour le 
même motif qui a déjà été exposé à l'occasion de la force Q, 
le pi'oduit de U par la perpendiculaire abaissée de l'origine 
est égal uo! — vif. L'équation en question devient ainsi 



QV = 



dt ' 



en nommant p cette perpendiculaire. 

Intégrons par rapport au temps, entre deux époques t^ 
et l, du mouvement, il en résultera : 

j^'Qqdt = mV,p,—mV,p,; 

ce qui nous montre que l'impulsion dn moment de la force 
est égale à la variation du moment de la quantité de mou- 
vement, dans le mouvement projeté. 

N. B. Si la tr^ectoire était plane, la proposition s'appli- 
querait au\ quantités absolues au lieu de leurs projections. 

91. — Supposons que le moment Q9 soit nul. 

Il en résulte que-^^=o, d'ou,eDiDtégraatd«ixfois; 



A étant uue constante dont la valeur représente le double 
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de l'aire décrite au bout de l'unité de temps. — Nous admet- 
tons ici tacitement que les aires sont comptées à partir de 
l'origine <iu mouvement ou de la poiiition initiale du rayon 
vecteur. Dans le cas cootraire, il faudraitajouterù^Af une 
GODslante C dont la valeur serait égale à l'aire comprise 
entre le rayon vecteurinilial et celui à partir duquel lea aires 
sont évaluées. 

Cette relation >=iÂf aous montre que, pour un plan 
sur lequel la pi-DJt'clioii du moment de la Torce est nulle, 
l'aire projetée -augmente uniformément ou d'une manière 
pro portion ucl le au temps. C'est ce qu'on nomme la conter- 
ration de» aire», qu'il serait mieux d'appeler la propor- 
tion nalilé des aire». 

Si les trois moments Qf, Q' q', Q "f" sont simultanément 
uuls, cette propriété existera pour les trois plans coordon- 
nés ; et en général pour un plan quelconque passant par l'o- 
rigine. En effet, d^k, d)>', d/.", désignant les projections sur 
trois plans de l'aire élémentaire décrite, et dot sa projection 
sur un pLin quelconque faisant avec les précédents des 
angles a. S, y, la pi-ojection d<a sera égale à co&otd'i.+ 
cosSdX'+cosydX", et, par suite, on aura : 

w=Xco9œH->'cos6 + X"cos7»= ï{Ac(»a.+A'co96-|-A"cosy)t 

Il est aisé de voir que, dans ce cas, la ti'^jecloire du mo- 
bile est toujours une courbe plane dont le plan passe par 
l'origine des coordonnées. Car, de ce que les trois moments 
sont nuls, il sVnsuitque les tiois équations correspondantes 
sont: 

xdy — y éB= kdt , 
zdx — xdz= K'dt , 
y dz — z dt/ = A"dl . 

Ur, ces relaiions n'étant qu'une combinaison analytiquf> 
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des trois équations ordinaires du mouvement, ne pouveol 
Tournir pour les coordonnées d'niitres valeurs que celles 
qu'auraient directement fournies ces dernières. Mais l'on sait 
que pour trouver les équations de la trajectoire il faut éli- 
miner le temps entre les valeurs des coordonnées. On obtient 
immédiatement une dès deux équations cberchées en mnl- 
lipliant chacune des relations ci-dessus par la coordonnée 
qui n'y figure pas, et ajoutant ensuite membre à membre. 
Il vient identiquement 

Aî + A'y + M'x =s o , 

qui est bien l'équation d'un plan passant par l'origine des 
coordonnées. 

Puisque la trajectoire est plane, on en conclut que les 
aires absolues croissent proportionnellement au temps, de la 
même manière qu'on venait de le reconuaftre pour les pro- 
jections. 

Les moments Qf , Q'q', Q"g" ne peuvent être rendus nuls 
siiQultanémeni que de deux façons : 1° eu supposant que la 
force P est nulle; 3* en supposant que son bras de moment 
est nul, ou que sa direction passe par l'orîgiue des COOT- 
données. 

La pi-emière hypotbèse répond au cas d'un mouvement 
uniforme du point matériel; la seconde, au cas ou il est sol- 
licité par une force constamment dirigée vers un centre fixe. 

Ainsi, les forces ceutrales, que nous avons déjà vues jouir 
de propriétés remarquables à l'occasion des forces vives, 
offrent cette nouvelle particularité, que la ti'^yectoire qu'elles 
déterminent est une courbe plane dans laquelle les aires dé- 
crites augmentent uniformément. 

La proposition relative au moment de la quantité de mou- 
vement donne lieu h une conséquence analogue. 

On voit que, lorsque le moment de la forcées! nul, le ma* 
ment de lu quantité de mouvement demeure constant à lOMte 
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Àpoque, ou, ce qui revient au même, que la quaiiliti' de 
mouvemeni varie en raison inverse de son bi-as de levier. 
C'est là ceruinemeni un fait bien digne d'aiteniion, que 
toute force centrale soit impuissante à modifiei- le moment 
de la vitesse, el qu'elle n'inlliie sur celte dernière qu'à la 
condition d'influer aussi, d'une manière esacicment con- 
traire, sur la longueur de la perpcndiciilaiic menée à la di- 
rection de cette vitesse. 

La nature manifeste, principalement dans les phénomènes 
astronomiques, de grands exemples de ces lois remarqua- 
bles. C'est ce que nous venons ultérieurement, avec de plus 
amples détails, dans le septième livre de notre exposition. 
Le théorème des aires, tel que nous venons de l'établir 
dans le cas d'une force centrale, peut être démontré direc- 
tement par (te simples considérations géométriques. 

En efi'et, soit le centre llxe et M la position du mobile à 
un certain moment : ce mobile possède alors une certaine 
vitesse qui, si la force cen- 
trale n'existait pas , l'amè- 
nerait en un certain poinlT 
au bout de l'ioslantcf/. Mais 
simultanément In force cen- 
trale agit suivant MO, et 
Fig. n. ferait parcourir au' mobile 

la IcHiguear AH, s'il n'avait pas de vitesse acquise. Le mou- 
vement effectif qui résulte de ces deux mouvements partiels 
est représenté par la diagonale M M' du parallélogramme 
MTM'I, et conséqucmment le mobile, au bout de l'instant 
dl, vient en M', L'aire décffle pendant cet instant est le 
triangle infiniment petit MM'O. 

Kaisonnons de même pour l'instant suivant : soit M'T'= 
MM' In longueur parcourue pcudant ce deuxième instant 
en vertu de la seule vitesse acquise eu M'; soit M' l' lu lon- 
gueur due à la seule action de la force centrale dii'igéc sut- 
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vantM'O. La nouvelle aire décrite sera le triangle OM' M", 
4gal k OM'T' comme ayant même base OM' el même hau- 
teur, puisque les deux sommets T' et M" sont situés sur une 
même parallèle à ta base. Or M' T' égale M M' comme 
ayant même base et même hauteur. Donc l'aire totale croli 
proportionnellement au temps. 

Celle même démonstration met en évidence que, s'il n'y 
avait pas de force et que le mobile s'avançât d'une manière 
uniforme suivant la droite M S, les triangles «igendrés 
MOT, TOT,, pendant les mêmes temps, seraient éganx,et 
la propriété subsisterait, quel que fût le point choisi pour 
sommet commun de tous ces triangles. 

THÉORÈME DE LA MOINDRE ACTION. 

■ 92, — Ce théorème ne convient qu'au cas où il existe des 
surfaces de niveau, et où, conséquemment , la fonction 
Xdx-i-^dy + Zdzesllsi difTérentielle exacte d'une certaine 
fonction des coordonnées. Il consiste alors dans la propriété 
suivante : 

Entre deux positions quelconques d'un mobile, l'intégrale 
relative à sa vitesse multïplicc par l'clémcut de courbe par- 
couru est toujours un minimum ; 
ou bien, sous une autre forme ; 

La force vive consommée cii un temps doitpé par un mo- 
bile, pour parvenir d'une position à une autre, est toujours 
un minimum. 

Il faut donc montrer que l'équation de la tr^ectoire effec- 
tivement décrite par le mobile est telle, que / Vc^^ prise 

entre deux positions données, est un minimum ; ou que, si 
l'on choisit toute autre U'^ectoire supposée paicourue par le 
mobile, la variation correspondant à l'iulograle ci-dessus 
est constamment nulle. 
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En effet, d'après les règles connues liii calcul des vatia- 
iion&, on a, en représentant la variation par la caracttiris- 
tique $, 

(1) S. Çvds^ Cè.yds, ei 5.\ds=$\.ds + ySiU. (2) 

Comme(/»=V<//,ileni'ésuUe 5V.dt^di\S\=idti\'. 
En vertu du théorème des forces vives, 

; m rfV> = X rf* + Y dy + Z (fa ; 

donc aussi 

{3} i3v» = i(X5a;+Yjy+Zjr), 

en remplaçant les difTérenlIelles par les variations. 

, , . . X d'aï Y d'y L â>z ., , 

Maispmsqno -=-775, -=-5#i :;;: = jïî ' '' s^"" 



'3v. rfi= -; du îv =5 Ja^+Ç jy-i-!j ^î. 

Telle est la valeur du premier terme du second membre 
de l'équalion (3). Quant au second terme \Sdt, on trouve 
sa valeur en remarquant que 

rfî' ;= ria;' -J- f/y' + dz' , 

et que, par conséquenl, 

ds. 5ds = dx. Siie + dij. Sdy + dz. Mz ; 

remplaçons le multiplicateur d» par \dl, divisons de part 
et d'anli-e par dt et intervertissons dans le secoiiil membre 
l'ordre des caractéristiques $ et d, ce qui, cuinnie on sait, 
est permis; il vient alors : 



iM,Googlc 



IJÏHE II. — POINT MATÉHIEL. 

dt 

Nous avons aiosi les deux parties de la valeur 3 . Vds ; 
remplaçons-les dans l'intégrale / i.\iii deréquaiion(l), et 
il en résultera : 



^>=/(- 



^'l-''>v^'^h+ 



J.rfS. + "-4.S. 



Or, les deux premiers termes de l'intégrale représentent 
la dilTérenliellc totale, par rapport au temps, de la quantité 

-TT^i'i nous ferons des remarques analogues pour les deux 

termes suivants et pour les deux derniers. Donc, l'ensemble 

des six termes qui llgurent sous le signe / est égal à la dif- 

rérentîelle ^{'j',^'''+'^^y-i"j;^A- l'oie enfin, l'on a : 



W 



>f^^-w''^P'^'Ê'- 



■1 faut ajouter une constante pour l'intégrale indéfinie. 
Quant à la quantité que nous cbercltons, qui est la variation 
de l'intégrale de \ dt prise entre deux positions fixes, elle 
sera égale à la différence des valeurs que prend le second 
membre en y remplaçant successivement les coordonnées 
par celles qui cotrespondeut aux deux -positions fixes; et la 
constante disparait Or, pour chacune des positions fixes, 
les variations Sx, Sy, Sz sont nécessairement nulles, puis- 
que les trajectoires diverses quelconques qu'on peut consi- 
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dercr sont supposées passer toutes par ces deux points. 
Donc la valeur de la variation de / \dê, entre 'ces deuK li- 
mites, est égale à zéro. On en conclut immédiatement que 
cette intégrale elle-même est un minimum ou un maximum i 
mais il est visible qu'il ne saurait exister de maximum, car 
cil preoant, entre les deux positions fixes, des trajectoires 

de longueurs iiidérinies, on ferait croître l'iiilégrale /V(/« 

au delà de toute limite. Donc celte intégrale est nécessai- 
rement un minimum. 

Le second énoncé du théorème s'obtient aisément eu 
remplaçant, dans cette intégrale, dtparXdti elle se change 

alors en j V'(/f,etladémonstraiîonprccédenle nous prouve 

que celte intégrale, et par suite In qnanlitc / i m V dl est 

un minimum. 

Le théorème de la moindre action ne convienf, avons^ous 
dit en commençant, qu'au cas oii Xtix+Yf^y + Zi/restla 
difiëi-entielle exacte d'une certaine fonction des seules coor- 
données. En effet, les déductions ci-dessus s'appuient sur 
l'e»actitudc de l'équation (3), c'est-à-dire sur ce que la va- 
liation de V, prise par rapport aux seules coordonnées, est 
égale ù XSx+ySy +ZSz. Pour qu'il en soit ainsi, il faut 
que V^ ne dépende que de ces coordonnées, ou qiieXîx-t- 
YJyH-Zî^ soit la variation exacte d'une certaine fonclîoii 
des coordonnées. 

A l'époque où ce théorème célèbre s'est produit dans toute 
sa gcQcralilé, au commencement du siècle dernier , les 
sciences naturelles étaient encore obscurcies par des notions 
métaphysiques. Aussi vouluE-on voir dans ce résultat analy- 
tique un principe à priori qui régissait les forces de la na- 
ture. On argumentait sur uoe vaine économie d'action qui 
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devait présider à rai-raiigcmeat de l'univers. L'iiianiié d'une 
telle conceplion est visible : car, outre qac eolie prétendue 
économie d'action, transportée en dehors de uos travaux per- 
sonnels, n'a absolument aucun sens, la conceplion eUe-méme 
péchait par la base, puisque toutes les forces de la nature 
lie satisfont pas à ce principe, et qu'il n'est vérlBé que pour 
les Torccs centrales. I) faut se borner à y voir, comme du 
reste dans tous les autres principes ài-yn démontres on que 
nous démontrerons plus lai'd, une piii-e conséquence logique 
des lois expérimentales de la nature, exposées nu commen- 
cement de cet ouvrage, et pour lesquelles toute lentaiive 
d'explication li prior* est aussi vaine que stérile. 



C*s iiarilenller d*iia« force de dlreellon eoMtanle. 

93. — D;ms le précédent chapitre, nous ne nous sommes 
pas occupés du mouvement déterminé par la combinaison 
d'une fore(^e dii-ection constante cl d'une vitesse oblique à 
la direction do la force. Ce mouvement n'étant, en effet, 
qu'un cas particulier du mouvement curviligne le plus gé- 
néral, traité dans le présent chapitre, la solution qui le con- 
cerne s'y trouve naturellement renfermée. 

Si nous en faisons ici une mention spéciale, c'est unique- 
ment aKn de mettre en évidence certaines remarques rela- 
tives à ce cas particulier, et qui sont digues d'attention. 

1' La trajectoire est toiijours imc courbe plane. 

Un le déduit aisément des équations générales, 

Pco8a = ffl^, Pcos6 = mT4, Pcosy = m~, 

en y éliminant t et P, et en ayant égard à ce que les cosinus 
do la dii-ection de la force sont des quantités constantes. 
C'est, du i-esie, ce qu'on voit directement par des considé- 
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rations g^m^^triqiios ; car la posiiioii fjiio piviid le mobile, 
sous l'inlluencc simulUmoc de la torco el de la vitesse Ini- 
tiale, se détermine à chaque instant en consiruisaot le pa- 
rallélogramme dont les deux cdtés continus sont, l'un la 
longueur parconrue on vertu de la seule vitesse, l'autre la 
longueur due à la forcA ; or, ces côtés sont toujours pris sur 
les deux mémos lignes droites, puisque la force a une direc- 
tion constante. Donc, tous ces parallôlogranimes , el, par 
suite, leurs sommets sont dans le mcmc plan. 

3" Si la force est constante aussi en grandeur, la imjec- 
loiré est une parabole. 

C'est encore ce qu'on pourrait déduii-e des équations gé- 
nérales, en y introduisant l'hypothèse que les premlei-s 
membres sont des qiiunlilt's constantes. Mais il est plus ex- 
pédîlif de s'en rcudre compte dii'cclemenl en prenant pour 
axes de coordonnées deux droites respectivement dirigées 
suivant la direction de la vitesse et suivant la direction de 
la force. Ces axes seront obliques, mais ils oITriront l'avuii- 
lage que chaque coordonnée sera si'parénieut égale à l'es- 
pace paix'ouru, soit en vertu de la seule force, soit en venu 
de la seule vitesse, ce qui permelirj de trouver tout de suite 
leurs valeurs. En effet, l'axe des y, par exemple, étant pa- 
rallèle à la force, et celui des j? à la vitesse, on aura : 

1 f . 

en désignant la vitesse initiale par a. 

L'équation de la trajectoire s'obtient en éliminant le temps 
entre ces deux valeurs, ce qui donne 



équation d'une parabole rapportée à ses diamètres. 
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Si l'on vmiluit conserver le syslcmc d'axes rectangulaires, 
on pourrail toujours prendre l'axe des y parallèle k la force : 
quant à l'axe des ;r, il serait oblique à la vitesse, et celle-ci 
donnerait, suivant les axes, deux composanteB, <icos9 et 
asin9, on appelant S l'angle qu'elle fait avec l'axe des x. Les 
valeui'S des coordonnées deviendraient alors : 

1 P 

x = ucaiO. t, y = ti sin Q. ( -+• K — t= ; 

d'où l'on tire, pour l'équation de la ti-Eyectoire, 
P 

Si l'on voulait déduire ces résultats des équations géné- 
rales, il suffîraii d'y suppos(!r que la ti'ajecioirc est tout en- 
tière dans le plan des xy, et que l'axe des y est parallèle à 
la foi'ce. La troisième éiiuuiion générale disparaîtrait alors 
et les deux autres deviendraient : 

'""'(/(»' " ~ '" dC ' 

d'où l'un lire, par intégration, les valeui's ci-dessus de x 
et de y. 

01». — Ce qui précède n»us montre que le monvement 
puiaboliquo est la loi de tous les mouvements où la ré- 
sultante dos forces est constante. Si, à un moment quelcon- 
que, les foi-ccs ou plutôt leur résultante cesse tout à coup 
do viirier, la trajectoire, à partir de cet instant, est une pa- 
rabole tangente à la courbe précédemment décrite. On peut 
ajouter cotte autre remarque, que, dans un temps infiniment 
petit, la force peut èti-e regardée comme constante en gran- 
deur et eu direcliou, et que, par suite, l'élément de courbe 
décrit est parabolique. Ainsi, dans l'ordre dynamique, la 
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parabole joue vis-à-vis des courbes le mi*me rôle que le 
cercle osculateur dans l'ordi'e géométi'ique. Pour nous Taire 
une idée de la courbure d'une ligne quelcouqac , nous la 
l'apportons à celle du cercle qui coiuciderait avec elle : eu 
méainique, pour nous rendre compte d'un mouvement, nous 
devons le rapporter ù un mouvement parabolique qui coïn- 
derait avec lui. En un mot, le mouvement parabolique e&t 
l'étément infinitésimal d'un mouvement quelconque. 

Celte assimilation est de même degré que celle qu'on éta- 
blit dans les moavemenls rectilignes, en regardant le mou- 
vement uniformément varié comme la limite du mouvement 
varié. Dans l'un comme dans l'autre cas, l'assimilation se 
base sur la considération de la constance de force pendant 
un temps infiniment petit. 

L'esprit ne doit pas négliger le côté pliilosopbique de ces 
rapprochements, qui ont pourconstant procédé de substituer 
à l'objet quelconque, mal perçu de nous, un objet suffisam- 
ment voisin du premier et beaucoup plus familier à nos ob- 
servations. 

Ainsi, en géomcli'ic, le cercle est sans cesse substitué à la 
courbe générale, parce que nous avons une idée assez nette du 
type circulaire mais fort imparfaite de tous les autres. De 
même, en méi^nique, la conception directe, fort obscure, d'un 
mouvement quelconque est suppléée par celle du mouvement 
parabolique qui s'offre perpétuellement à nous dans la nature : 
puisque tout corps lancé dans l'espace avec une vitesse in- 
déterminée, décrit, eu vertu de la force constante de la pe- 
santeur, une courbe parabolique. En sorte que, toutes les 
fois qu'un corps se meut sous l'influence de causes quel- 
conques, on doit se représenter son mouvement, si com- 
pliqué qu'il puisse paraître, comme composé d'une succes- 
sion de mouvements iufiniment petits, identiques à ceux 
que nous produisons nous-mêmes en projetant nn corps dans 
l'espace. 
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95. — Les équations qiii déterminciit le mouvemcnl le 
plus général d'un point matérirl absolument libre de se mou- 
voir dans toutes les directions, sont, cutnmc nous avons vu, 
au nombre de trois, qui répondent aux trois dimensions de 
l'espace, suivant lesquelles le mobile s'éloigne de son poinl 
de départ. 

Ces (rois équations sont les suivantes : 

, , , „ dv „ du _ ' dm 

^ ' dt ' dl' dt 

£lles détermineut isolément les trois mouvements rvcii- 
lignes, parallèles aux trois axes, dont la siniulianéité doune 
lieu au mouvement cuiTilignç e» question. 
. A ces trois relations on Joiut les trois autres : 



(B) 



dx tly dz 



qui ne sont, à proprement parler, que des équations de déR- 
nition, car elles expriment que, dans chacun des trois mou- 
vements rectiligncs, la vitesse est égale à la limite du rapport 
de l'espace parcouru au temps employé à le parcourir : rela- 
tions dues conséquemment .'i ce besoin de notre esprit de 
donner, pour plus de clarté, une stgniflcation conciélc à ce 
rapport-limite qui, sous sa forme primitive, ne nous Tournit 
point une image suffisante. 

Ces trois équations auxiliaires permettent de donuci* aux 
trois précédentes la forme 
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<» —'^' ^=-^' ^=-^. 

SOUS laj^tielle elles renfei-ment les relations (B) implici- 
tement. 

En résumé, les équations (A), sous une forme ou sous 
l'autre, résolvent complélcinent le problème général du 
mouvement curviligne d'un point matériel. 

Il résulte de là que la solution de ce problème peut égale- 
ment être exprimée p:ir des combinaisons quelconques de ces 
équations, pourvu qu'on en déâuïse trois outres équations 
parKiitement distinctes. Ce n'est là, on te comprend, qu'une 
pure question d'algèbre, absolument étrangère ù l'objet 
même de la mécanique. 

C'est ainsi que les équations (A), que nous appellerons 
désormais les équations fondamentales du mouvement, 
pourraient être remplacées, par exemple, par deux d'entit: 
elles , jointes il l'équation de la force vive , ou par les trois 
équations des momeuts que nous avons vues à la fin du ri° 89. 
On pourrait enitn leur substituer telles autres combinaisons 
qu'il plairait d'imaginer, pounu , je le répète , qu'il restât 
tmis relations parfaitement distinctes entre la force et les 
coordonnées .11 ne faut pas perdre de vue que, dans ces dif- 
férentes circonstances, on n'aura jamais fait qu'exprimer, 
sous une forme ou sous une autre, une seule et même chose. 

Si nous insistons sur ce point, qui semble superllu tant 
il est évident, c'est parce que, dans la suite, nous pourrons 
nous servir des équations , tantôt sous leur première forme, 
tanidt' sous leur forme modifiée ; et nous lenous à ce que ces 
changements ne fassent pas illusion à l'esprit, et qu'on n'y 
voie jamais des équations nouvelles, distinctes des équations 
primitives. 



n,g,t,7i.dt,G00glc' 



UVBE II. — POIKT U&TËItlEL. 



É^alllbre des forces qal B«lllelleiit no polnl 
malértcl. 

96. — Nous avons déjà vu ce qu'on entend par des forcet 
qui te font équiHbre. Ce sont, avons-nous dit au n° 52, dtis 
roi-<:cs qui ne oliangcnt pas W-ini de repos ou de mouvement 
d'un corps; de telle sorte qu'elles peuvent âirc introduitus 
ou supprimées sans que ce repos ou ce mouvement soit au- 
cunement modifié. 

Nous avons déduit géométriquement, au n" Gh, la condi- 
tion d'équilibre d'un groupe quelconque de forces appliquées 
il un même point matériel : elle consiste en ce que la résul- 
tante générale de toutes ces forces est nécessairement nulle. 

Il n'est point difficile d'exprimer la même condition, 
sous forme analytique : car, de ce que cette résultante est 
nulle, il s'ensuit que sa composante suivant chacun des trois 
axes coordonnés est nulle aussi: et réciproquement, si ces 
trois composantes sont nulles, la résultante elle-même est 
nulle pareillement; ce qui est formulé par les trois cquatioas 
suivantes : 

{E) X = o, V = o, Z = o. 

On l'énonce ordinairement d'utic autre manière, en remar- 
quant que la projection de la résultante de toutes les forces 
est égale à la somme des projections de ces forces, et que, 
par suite, si l'on représente par F, F', I'"..., les diveraes 
forces dont P est la résultante, et par a, ê, y, «', 6', ■/'■-■■» 
leurs angles respectifs avec les axes, les trois conditions ci- 
dessus pourront s'écrire : 

F cos « H- F" cos «' -H F" ces «" + ^=o, 

(F.) F COB g -I- r cos 6' -|-F"cosS" + =o, 

F C03 7 -I- E" cos y' -4- F" cos y" + =o; 
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formo sous laquelle elles signtlîent que la coEidition néces- 
saire et suffisante pour que des forces quelconques se fassent 
équilibre sur un point matériel, c'esi que la somme algé- 
brique de leurs composantes suivant chaque axe soit nulle. 

Il est visible d'ailleui-s que, si toutes les forces étaient si- 
tuées dans le même plan, les axes et par suite les sommes 
de composantes seraient nu nombre de deux seulement; et 
que, si toutes les forces étaient dirigées suivant ta même 
droite, il n'y aurait plus à considérer qu'une seule somme al- 
gébrique, qui serait justement la somme des forces données. 

Ces relations si simples, qui uc sont que l'expression ana- 
lytique du résultat obtenu géométriquement au n° Gh, se dé- 
duisent avec la même facilité de l'inspection directe des 
équations du mouvemetil. 

En effet, la condition générale de l'équilibre étant que les 
forces n'influencent pas le mouvement du point, il en n>sulle 
que les premiers membres des éqiiatious (.\), 

rff' ' clt^ ' ' (II' ' 

doivent être nuls, sans quoi les valeui-s des cooi'données ne 
resteraient pas les mêmes en introduisant ou en supprimant 
les forces supposées en équilibi'e. Nous retombons ainsi sur 
les relations déjà trouvées 

X = o, T = o, Z = o. 

Nous remarquerons en passant que l'annulation des pre- 
miers membres implique que 



ou que le mouvement du point matériel est l'cctilîgne ou uni- 
forme : conséquence prévue elimplicitemcnt contenue d'ail- 
leui-s dans les équations qui nous les rouniisseul, puisqu'elle 
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n'est antre que la loi même d'inertie qui a servi de base k 
rétablissement de ces équaUons. 

Les conditions d'équilibre penvent être mises sous d'autres 
formes, puisque les équations (A) peuvent être remplacées 
par leurs combinaisons quelconques. Ainsi l'on exprimera 
également l'équilibre au moyen des équations des moments, 
du n" 89, pour lesquelles on verra comme ci-dessus que les 
premiers membres sont nuls : 

Ta: — Xy = o , Xa — Za: = o , Zy — Yz = O ; 

ce qui permettra d'énoncer les conditions d'équilibre en di- 
sant que le moment de la résultante ou la somme algébrique 
des moments des composantes, suivant chaque plan coor* 
donné, est séparément nulle : ronditions qui sont évidem- 
ment vérifiées si, le mobile étant primitivement en repos, on 
y place l'origine des coordonnées, car alors les bras de 
tous les moments sont nuls. 

97. — C'est ici le lieu de remarquer combien est plus sa- 
tisfaisante pour l'esprit la méthode qui consiste à recbei'cber 
les conditions de l'équilibre dans les lois mêmes du monve- 
ment, an lieu de les étudier directement sur les corps en re- 
pos. Les résultats sont empreints d'une bien plus grande 
généralité ; et, pour n'en citer que l'exemple relatif au cas 
du point matériel, tandis que la statique directe nous ap- 
prend seulement que la somme des composantes, suivant 
trois axes, oit la somme des moments, suivant trois plans, 
des forces appliquées à un point immobile, est égale à zéro; 
la statique indirecte ou corollaire de la mécanique nous ap- 
prend que ces coaditïons subsistent encore, quel que soit le 
mouvement que peut prendre le point en dehors de l'action 
du groupe en équilibre : de telle sorte que, si ce groupe est 
transporté en un point quelconque de l'espace et retourné 
de toutes façons, sans changer les angles mutuels, — ce qui 
ne changera rien non plus aux valeurs absolues descôiés 
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de la conslruclioD polygonale du n° 62, — dans toutes ces 
circonstances les relations ci-dessus continueront à subsis- 
ter intégralement. Ce résnilat, qui paraît peu digne d'at- 
lenlion pour le cas spécial du point matériel unique, où la 
simplicité des éléments considérés le met sur-le-champ en 
évidence, acquerra une importance vcrilable quand il s'agira 
(les systèmes de points matériels oii les forces seront en 
équilibre. C'est pourquoi nous en parlons ici pour que plus 
lard on ne le laisse pas passer inaperçu. 

Nous remarquerons également que les relations trouvées 
ci-dessus confirment ce qui avait été énoncé d'une manière 
générale au n" S3, à savoir que les conditions d'équilibre 
sont, de leur nature, indépendantes des masses et des coor- 
données. Sous voyons, en effet, que les équations (E) n'en 
font pas mention. 
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MWVESretfT iriJN POINT yiSl N'EST PAS LIBRE, OU QUI ESI 
ASSUJETTI A r.ERTAISES LIAISONS. 



iîlonf donnée vnr force qufiMnquf, ai 
It point malérifl rtl atsujelli, di'lrrmino 

oa rëclproqufmmt : 
^lanl connuri Im liaitons, uinti que li- mourfment. trourer ta {orée 
gui pourroii le •produire. 



98. — Jusqu'ici nous avons supposé que le point matériel 
était parfaitemfnl libre on qu'il pouvait ciidcr dans toutes 
les dii-eciions ù l'aelion des forces qui venaient 1« solliciter. 

I) nous reste h considérer maîiUenani un point poiii- lequel 
cette entièi-e liberté n'existe pas. 
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On dit qu'un poiai maiérie) est assujetti à des (taisons 
lorsque son mouvement est impossible dans ceriains scits, 
quelles que soient lesTorccs qui agissent sur lui. 

Nous allons cCHisidérer successivement les dïvei'ses liai- 
sons auxquelles un point peut éti'e assi^elti, et nous recher- 
cherons pour chacune d'elles les équations correspondautes 
du mouvement. 

Les seules liaisons que notre esprit conçoive sont les sui- 
vantes : 

1° Obligation pour le point matériel , par des moyens 
quelconques, de rester sur une surface déterminée, c'est-à- 
dire impossibilité pour lui à abandonner cette surface, tout 
en conservant d'ailleurs la faculté de glisser dans tous les 
sens sur son contour. 

2° Obligation, dans les mêmes teimes, de rester sur une 
ligne, droite ou courbe, donnée. 

3* Liaison du point matériel à une ou deu\ liges rigides 
et inextensibles, dont l'extrémité se trouve parfoiteraent 
fixe. 

Nous disons une ou deux, car, s'il y eu avait trois ou un 
plus grand nombre, le point serait de toutes manières com- 
plètement fixe, et il n'y aurait plus lieu dès lors de se préoc- 
cuper de son mouvement. Nous disons aussi que ces tiges 
sont fixées par une extrémité, car, sans cela, le mobile serait 
aussi libre que si elles n'existaient pas. Nous verrons enfin 
tout à l'heure pourquoi ces tiges sont supposées rigidet et 
inextenêibleë. Nous ajouterons qu'on les suppose d'ailleurs 
tant ma»»e, ou plutiït qu'il fuut les concevoir comme ayant 
une masse tout ù fait négligeable par rapport à celle du point 
matériel lui-même. 

k" Liaison semblable du point à un ou dcu\ fils Oexîbles 
et inextensibles, qui ont simplement leur aulre extrémité 
fixe, un qui, en mi^me temps, s'enroulent sur dos courbes ou 
des surfaces fixes. 
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6° Obligation du point de glisser le long d'un fll flexible, 
dont les deux extrëmilés sont par^itement fixes. 

Nous avonebean chercber, nous ne réussissons pas à trou- 
ver une liaison qui ne rentre pns dans celles-là. Car, si l'on 
imagine, par exemple, des liens qui, au lieu d'être absolu- 
ment inVxiensibics, pourraient s'allonger ou se raccourcir à 
l'instar de ressut'ls, il n'y uuiait plus, à proprement parler, 
de liaisons, dans le sens que nous avons donné tout à l'heure 
à ce mot. En elTet, en appliquant au mobile des forces con- 
venablement choisies, on pouirait le mouvoir dans toutes 
les directions, mCme dans celle de la longueur du lien ; il 
suffirait, pour cela, que la force fitl capable de vaincre la ré- 
sistance déteiminée que le lien oppose à son extension ou à 
sa compression. De telles liaisons cessent alors de mériter 
ce nom cl se comportent comme de véritables forces mo- 
trices qui font partie du groupe total de forces auquel le 
point matériel est supposé soumis. Au contraire, les liaisons 
que nous voulons considérer, et qui sont géoméiriquet ou 
ahsoliieii, sont caractérisées par cette circonsrancc, qu'en 
aucun cas, et malgré toutes les forces qu'on pourrait choisir, 
le mobile n'a la faculté d'abandonnerla surface ou la courbe, 
ni celle de s'écarier du point fixe au delà de la longueur du 
lien, etc., etc. l-n nn mot, ers liaisons sont susceptibles 
d'opposer, dans certains sens, une rétixfance indéfinie aux 
actions extérieures. 

A la vérité, toutes les liaisons que nous observons, comme 
toutes celles que nous pouvons réaliser, par cela seni qu'elles 
sont eonstiiuées par des moyens matériels, u'ofR^nl jamais 
.cette rigidité absolue que nous venons de supposer. Les sur- 
faces et les courbes les plus parfaites en apparence se dé- 
forment en réalité, c'est-à-dire cèdent plus ou moins à la 
pression des forces qui s'exercent sur elles. Oe même, tes 
liges et les fils s'allongent ou se raccourcissent, et jouent 
plus ou moi'is ce râle do regmit-lt do'il nous parlions tout à 
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l'heure. Mais, quelque impuissante que soit la pratique des 
choses pour aiteîndre le type absolu delà théorie, nous n'en 
sommes pas moins en droit d'envisager les liaisons avec la 
perfection abstraite que nous leur avons attribuée, sauf à ne 
retirer plus tard de cette étude aucune utilité positive, si 
l'observation directe des phéiiomèDes effectifs nous rendait 
impossible toute assimilation avec ces considérations idéales. 
Mais, hlktons-nous de le dire, nous trouverons dans la méca- 
nique appliquée des réalités assez voisines de ces types 
imaginaires pour que les déductions des uns conviennent 
suffisamment aux autres , et pour qu'il y ail couséquem- 
ment intéi'ét à nous occuper de liaisons conçues d'une ma- 
nière tout à fait géométriqne. 

99. — Cela posé, nous ferons remarquer que, parmi les 
liaisons énumérëes en commençaut, ceilaines rentrent dans 
les autres ; et même il est facile àa voir que toutes sont 
comprises dans la première et la seconde. 

En effet, la troisième liaison revient à obliger le mobile 
à rester sur la surface d'une sphère, s'il est attaché à une 
seule tige, et sur une circonférence, s'il est attaché à deux. 

La quatrième liaison revient à la troisième, et, par suite, 
aux deux premières, si les forces appliquées ont des directions 
telles que les fils soient toujours parfaitementtendus, à toute 
époque du mouvement. Si, au contraire, les fils cessent 
d'être tendus à certains moments, le mobile se trouve alors 
dans les mêmes conditions que si ces fils n'existaient pas. 
En d'antres termes, te point matériel est tantAt obligé de se 
mouvoir sur une sphère ou sur une -circonférence, et tantôt 
parfaitement libre dans l'intérieur de cette sphère et de celle 
circonférence. Ce dernier cas n'offrant naturellement rien 
de nouveau, par rapport à ce qui a été déjà étudié au cha- 
pitre pi-ecédent, nous ue nous occuperons que des cas où les 
fils sont tendus, ce qui nous ramène aux autres modes de 
liaisons. 
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Quant à la paUkulurilt- où les fils, loujoui-s supposée ten- 
dus, s'eDrouleraieni sur des courbes ou des suiTaces, il est 
bien évideut que cela revient anssii à faire mouvoir le point 
sur cerluînes courbes ou surfaces correspondant au déve- 
loppeuieul que prennent les fils dans luur enroulement. 

Enfin, si le mobile est assujetti à glisserle long d'un fil 
flexible, fixé par ses deux extrémités, il se trouve par là 
obligé de se mouvoir sur la surface d'un ellipsoïde de révo- 
lution, dont les deux foyers sont aux deux points fixes. 

Kous n'aurons donc à rechercher les équations du mou- 
vement que dans les deux cas où le point matériel eU assu- 
jelti à glisser sur une surface ou sur une courbe donnée. 

Remarque. — Dans ce qui va suivre, nous supposerons 
quels surface ou la courbe, qui oppose une résistance iudé- 
Kiiie à ce que le mobjlc la quille en dehors ou en dedans, 
n'en oppose aucune à ce qu'il glisse sur sou contour. C'est 
ce qu'on nomme un glissement tant frottement. Dans la 
uature, au contraire, toute cxiurbe ou surface sur laquelle on 
fait glisser un mobile oppose, outre la résistance à la sépa- 
ration, une résistance au glissement lui^néme, qui a été ap~ 
pelée frottement. C'est donc une force de plus à ajouter à 
tomes celles qui sont supposées agir sur le mobile. Pour 
donner au problème le plus de généralité possible, rien 
n'empêche de concevoir que cette force fait paitie du groupe 
quelconque dont nous considérons la resuttanle unique. 
Mais nous sommes, dans tous les cas, dispensés d'eu l^ire 
mention explicitemeni, puisque c'est cette résultante seule 
qui figure dans nos raisonnements. 
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P«lnt ■latérlel assajcltl k demeurer ayr aan 
«■rface 4«iiRéc. 



100. — Toute action exeicce sur «ii point mati-net par 
tinc Torce de gr»ndeur quelconque, nmis normale à la sur- 
face sur laquelle le point matériel est assnji>lti à demeurer, 
est constamment détruite par la résislaiicc de celte surface, 
e( le mouvement du point matériel reste idcniiqHement le 
même que si cette force n'existait pas (iibstraclion faite, 
bien entendu, du frottement qui pourrait en résulter, et 
que nous supposerions alors compris implicitement dans le 
groupe des autres foi'cos qui sollicitent le mobile)- 

Celte destruction de la force normale est présentée par la 
plupart des géomètres comme une conséquence logique de 
ce qu'(7 n'y a pat de raiton pour que le mouvement soit 
infiveneé daftt un ten» plutôt que dant l'autre. Quant :i 
nous, qui repoussons systématiquemeut toute ai^umentation 
puisée dans l'essence même des choses , intei-dite à nofrc 
connaissance, nous nous bornons à présenter le fait ci- 
dessns comme un résultat de l'expérience. 

Tonle action exercée obliquemenlsnr la surface est suscep- 
tible d'être décomposée en deux anires, l'une normale, qui 
est détruite comme nous venons de voir, l'autre située dans 
le plan tangent, el qui a son entière efllcacité pour mouvoir 
le point matériel suivant l'élémciit de contact. 

Ainsi, la surface intervient dans le mouvement pour dé- 
truire toutes les composantes normales des actions motrices, 
et elle laisse subsister intégralement toutes les composantes 
langenttelles. 

Celte surface équivaut donc à une certaine force normale, 
de grandeur i/((/e^Ht«,qni, en cliaque position du mobile, se 
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joint aux autres actions qui peuvent le solliciter, pour le 
maiotenir, concurremment avec elles, sur les divers points 
de son contour. 

D'après cela, on peut considérer le mobile comme parrai- 
tement libre dans son mouvement, pourvu -qu'à toutes les 
forces extérieures qui lui sont^ppliquéus on ajoute une 
nouvelle force de grandeur indéfinie, dirigée en chaque en- 
droit suivant la normale à la surface donnée. 

L'annexion de cette force introduit ainsi une inconnue de 
plus, qui est sa grandeur. Quant à ses angles avec les axes, 
ils sont des fonctions connues dos coordonnées du mobile, 
puisque la force est dirigée suivant lu normale, et que les 
angles de cette dciniërc s'obtiennent au moyen de fonc- 
tions qui dériventde l'équation de la surface, dans lesquelles 
on attribue h x,y,z les valeurs coiTespondaut à la posi~ 
tion du mobile. D'un autre i'6té, le problème compoite une 
incouniie de moins, puisqu'il tout instant les coordonnées du 
point matériel sont liées entre elles par l'équation de la sui^ 
face. Somme toute, il y a donc le même nombre d'inconnues 
que dans le cas où le poiut matériel est parfaitement libre. 
La solution cherchée sera fournie en conséquence par les 
trois mêmes équations fondamentales du mouvement, ou par 
leurs combinaisons équivalentes, dans lesquelles figureront, 
parmi les forces données, ia force qui représente l'acUon de 
la surface, et dont l'intensité sera ainsi déterminable à cli- 
que instant. 

101. — Soit donc, comme précédemment, X, Y, Z, les 
composantes suivant les axes de la résultante totale des 
forces données ; soit K la force , de grandeur inconnue, qui 
représente l'action de la surface, et soit X, fi, v ses angles, 
qui sont, avons-nous dit, des fonctions connues des coor- 
données X, y, z du mobile. 

Les trois équations fondamentales du mouvement se- 
ront: 
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(A) X + Kow>.=m^, ï + KcoSfi=m-^, 

Z + Kcosi-^m-^i 

auxquelles il faui joindre, uomine d'itubimde, les trais rela- 
tions qui se rapportent aux vitesses : 

miUc du dz 

d( ' d( ' dt 

An moyen de ces six équalious et de celle qui représente 
la sorfïice, le problème est eomplétenieiit résolu, c'est-à- 
dire que : 

Étant connues tes Torces extérieures, on peut déterminer 
le mouvement ; 

ou réciproquement, étant connu le mouvomciit, on peut dé- 
terminer les forces extérieures. 

Subsidiairemenl, on trouve la valeur de la force normale 
qui à chaque instant équivaut à la surface. 

On peut donnei' aux équations (A) une autre forme en y 
metiant en évidence les valeurs des cosinus de Ja normale. 

On a trouvé eu analyse que ces valeurs sont respective- 
ment les buivaules : 

awi=H^, co»a=H^, owi-^hJ; 
WD '^ dy az 

/'(x,y, 7) = uéunt l'équatiou de la surface donnée, et il 
représentant abréviativemeiit la quantité 



v/(; 



*^'+ ©■-(!)■ 



Par suite, les équations (A) deviennent . 
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dt dt 

En éliminuiit K H eotre ces trois équations, on obtient : 



(t) 


^1- 


-s-"(t 


df dm df\ 


^%- 


-4=-»^ 


df Uu df\ 
' dy dt' dx) 



Ces équations ne coniîennent pins la force K, ei, en leur 
adjoignant l'équation de la siirl^ce, 

/■(*-, y,ï) = 0, 

011 a trois relations entre j:, y et z, qui permettent d'expri- 
nivr ces coordonnées en foiiciion du lemps. 

Ce procédé, qui au Tond ne difTèrc pas du précédent, re- 
vient à diro qu'on n'a que deux équations du mouvenienl, 
au lieu de trois, pour déterminer les coordonnées du mo- 
bile, mais que la position de celui-ci ne comporte que deux 
inconnues distinctes, puisqu'il estasi^ujetti à se trouver sur 
une certaine surracc. 

103. — Quoi qn'ilen8oit,etdequelqucmanièrequ'on résolve 
le problème, on voit que le mobile, tenu de se mouvoir sur 
une surface, se trouve exactement dans les mêmes condi- 
tions que s'il était parfaitement libre, et qu'il fût sollicité, 
non pas seulement par l'ensemble des forces dont nous avons 
désigné la résultante pur P, mais aussi par la force K. En 
sorte que toutes les obsenaiions du chapitre précédent sont 
rigoui'eusement applicables ici, pounu qu'en les formulant 
on ait toujoui-s soin de remplacei* la force P, dont il est ques- 
tion, parla rétiultanle de celle même force et de la force K. 
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Donc, pour manifester les cons<-qUL>ncL-s relatives iiti mou- 
vement actuel, il suffit de l'éprendre tontes les équations 
déduites dans )e chapitre III , et d'y substituer algébrique- 
ment à P l'ensemble de P et de K. 

Remarque. — Avant de nous liver à eet examen, itous 
reroiis une remarque importante : c'est que ce n'est plus la 
foit;e P elle-même qui est siuiéc dans le plan osculateur de 
la courbe décrite, mais bien ta résullante de P et de K. Pour 
que la force motrice ( la force P ) fût elle-mAme dans vc 
plan, il faudrait que l'action normale K s'y trouvât anssi : 
ciir alors, la résultante des deux forces P et K éunt dans ce 
plan, ainsi que l'une d'elles K, l'autre P s'y trouverait uc- 
cessairement. Mais ce serait là évidemment un cas très-par- 
ticulier, d'après lequel la trajectoire aurait son plan oscula- 
teur constamment normal à la surface, et serait en consé- 
quence une ligne de plus grande ou de plus petite courbure. 
Or de telles lignes sont une exception parmi la multitude de 
celles qui peuvent être tracées sur une surface donnée. 

Cela posé, examinons successivement les diverses relations 
du chapiti'e précédent. 

103. — BelaUons (E) et (t) des n" 81 et 84. 

Dans l'équation (E), 

T doit repi-csenter aclnellement la composante, suivant la 
tangente à la trajectoire, de la résultante des forces P et K, 
ou, ce qui revient au même, lu somme des composantes tan- 
geuiielles de ces deux forces. Or K étant noiTuale ne fournit 
pas de composante ; donc T continue à représenter la com- 
posante tangentielle de la seule force motrice P. 
Dans l'équation (F) , 
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N doit représenter la' composante, suivant le rayon de cour- 
bure, de ta même résultante des forces P et K, ou bien la 
somme des composantes de chacune de ces deu\ Torces. Dé- 
siguons cette somme par : la relation (F) devieut donc 



C'est cette force G qui est la force centripète, c'est-à dire 
la force qu'on doit appliquer, à chaque instant, au mobile, 
suivant le rayon de courbure de la trajectoire, pour que ce 
mobile, au lieu de continuer sa route suivant lu tangente, 
parcoure la ligne qu'il décrit elTectivemcnt sur la surface. 
Réciproquement, pour nous servir des iocutioas adoptées, 
nous dirons que le mobile est animé d'une force centrifuge 
égale et coutraire à G. 

On déduit de là les conséquences suivantes : 

1° La vitesse du mobile est due uniquement à la compo- 
sante tangentielle des forces extérieures; eu sorte que, si ces 
forces sont constamment tangentes à la li'ajectoire, elles im- 
priment la môme vitesse que si le mouvement avait lieu li- 
brement en ligne droite, et que, lorsqu'elles sont obliques, 
toute la portion de ces forces qui n'agit pas suivant la tan- 
gente à la trajectoire est perdue pour la vitesse. 

T Si la vitesse est constante, la composante tangentielle 
est nulle, et par suite la force motrice csCnulle ou perpen- 
diculaire & la direction de la ungente. 

t" Dans le pi'emier cas, c'est-à-dire si la force motrice est 
nulle, la résultante G de la formule ci-dessus représente 
simplement l'action normale K de la surface. Ainsi le plau 
osculaieur de la courbe est constamment normal à la surface. 
C'est là, comme on sait, le caractère distinctif de la eourke 
la plu» petite potHble menée entre deux points sur une 
surface. D'où l'on voit que, lorsqu'un point matériel se meut 
sur une surface en vertu d'une vitesse initiale, cette vitesse 
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demeure constante, et la courbe parcourue jouit de cette 
propriété qu'entre deux quelconques de ses points l'aix; rec- 
tifié a une longueur moindrcque pour toute autre ligne me- 
née entre ces deux mêmes points. D'après cela, sur uuo 
sphère, la trajectoire esi toujours un grand cercle, puisque, 
entre deux points quelconques, un grand cercle peut toujours 
êti'c mené, et que c'est la courbe de longueur minima. 

^i" Pour que cette troisième conséquence subsiste, il suffit 
que le plan osculaleur de la courbe soit normal à la surface, 
ou que la force désignée par G se confonde en direction avec 
la résistance normale de la surface. La nitime couséi|ucucc 
aura donc lieu si la force motrice se réduit à une force tan- 
geittielle, ou si elle est située dans nu même plan avec la 
tangente ei la normale. Dans les deux cas, en effet, G se 
confond avec K . 

fi" Si la force exiérieui-e est nulle ou dirigée suivant U 
tangente à la trajectoire, la force centripète est égale à l'ao- 
tjon de la surface. 

Si la force extérieure est située dans le plan de la tangente 
et de la normale, elle fournit une composante suivant celle 
normale, et alors la force centripète est égale à l'action de 
la surface, augmentée ou diminuée de celte composante 
selon que celle-ci agit vers le centre de la courbe ou en sens 
oppose. 

6° Si l'action de la surface et la composante dont il vient 
d'être parlé sont égales et de sens opposés, la force centri- 
pète est nulle, M par suite le rayon de courbure est infini, 
ce qui montre que la trajectoire est une ligne droite. Ainsi, 
toutes les fois qu'un point matériel suit une ligne droite sur 
une surface, la force motrice est située dans le pian mené 
par cette droite perpendiculairement à la surface, et sa com- 
posante normale est détruite par la résisWnce de la sui-face. 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



- POIM MATÉRIEL. 



TIIÈOnËMIi DR LA FOIICB VIVE. 

Idtt. — Toules l(« formes t|iic nous avons donnràs à 
l'équation de la force vive penvent «Itre déduites de l'une 
d'elles; par exemple, de celle-ci : 

X (ir + ï rfy + Z (/î = (/ - m V. 

Voyous si la présence de la foi-cc K apporte quelque mo- 
dification. Non, évidemment ; car la somme des travaux élé- 
mentaires des (rois composantes, suivant les axes, de lu 
force K, est égale au travail de celte force K elle-même, 
c'est-ù-dirc à coite force K multipliée par la projection, sur 
sa propre dirociîon , de l'espace parcouru : or ce produit est 
nul, puisque la force K est normale à la surface, et, par suite, 
perpendiculaire à tout élément de courbe décrite sur cette 
surface. -- C'est ce qu'on pouvait également reconnaître en 
i-emarquant que l'équation ci-dessus représente le travail de 
lu composante tangentielle Tds; or cette composante est la 
même, soit que la force normale K intervienne, soit qu'elle 
n'intenienne pas. 

Donc tout ce qui a été dit précédemment sur lu force 
vive, et toutes les conséquences qu'on en a tirées, peuvent 
s'appliquer intégralement au cits actuel, sans se préoccuper 
aucunement de l'action due à la présence de la surface. 

Ainsi, les théorèmes des n" 86 et 87, relatifs aux surfaces 
de niveau, trouvent ici leur application. Seulement, le mobile 
étant déjà assujetti à demeurer sur une certaine surface, il 
n'y a pus lien de considérer toute espèce de trajectoire entre 
les surfaces de niveau, mais les seules trajectoires décrites 
sur la surface fixe. En d'autres termes, les surfaces de ni- 
veau sont remplacées par des courbes de niveau, résult;int 
de l'intersection desdites surfaces avec la surface fixe. Comme 
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cas pailiculier de ces ibéoi'èmes, supposons, par exemple, 
une surface coupée par deux plans parallèles, et un mobile 
ussujetti à demeurer sur celte surface et sollicité par une 
force constante, de direction perpendiculaire aux plans. La va- 
Halion de force vive du mobile entre les courbes d'intersec- 
tion des plans considérés sera toujours la même, quels que 
soient les points où ces courbes seront rencontrées par le 
mobile, et quelle que soit la forme de la trajectoire intermé- 
diaire. En effet on .aura toujours : 

i m v; — i m V' = / 'prfp = Pp^ — Ppt = Prf ; 

en appelant d la distance entre les deux plans, distano« qui 
ne rhange pas avec la situation des points de départ et d'ar- 
rivée. Si le mobile pari successivement avec des vitesses 
t'-^ales, mais diversement dirigées, la vitesse d'airivce V, aura 
toujours la rot^me valeur numérique. Si l'on n'avait mené 
<|u'un seul plan d'intersection, le mobile, parti d'un [Htint de 
la courbe et sollicité par une force telle qu'on l'a supposée 
ci-dessus, repasserait par cette courbe avec une vitesse égale 
à la vitesse de départ- On en voit un exemple bien simple 
en laissant tomber une bille le long de la paroi d'un vase suf- 
fisamment arrondi : lo mobile remonte jusqu'au bord, sauf 
la légère différence due au frottement. 

105. — Pour les théorèmes des moments et des aires, il 
faut de toute nécessité faire entrer eu ligne de compte la 
force K qui, dans ces formules, donne lieu à des termes qui 
ne sont pas nuls. Les énoncés des conséquences n'ont plus 
alors qu'un médiocixr iiUéi-ét : anssi ne nous arrêterons-nous 
pas à les reproduire. 

Quant au tliéorèmc de la moindre action, il s'applique évi- 
demment dans les mêmes conditions que pour le point libre, 
et sans qu'il soit nécessaire de faire intervenir l'action de la 
surface. Car ce théorème se déduit de l'équation des forces 
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vives, el celle-ci ne sabit aucuu cbaDgement daos le cas ac- 
tnel. Ainsi la courbe décrite par tin mobile sur une surface 

est toujours telle que l'intt^grate / Vd» est un minimum. On 

en a vu un exemple au n* 103, quand la force centripète 
était supposée se confondre avec la direciion de la normale. 
La courbe décrite a alors une longueur minima cotre deux 
positions déterminées du mobile. 



Éf|aillbre des forces appliquées A nu polat natérlel 
awiyJeUi m demeurer sur un« Burfaee donnée. 



106. — Comme précédemment, nous dirons que des forces 
se font équilibre sur un point matériel assujetti à demeurer 
sur une surface, lorsque ces forces peuvent être introduites 
ou supprimées sans que le mouvement de ce point soit 
cliangé. 

Il n'est point nécessaire ici, pour que l'équilibre ait lieu, 
que la résultante de ces forces soit nulle : car, l'action de la 
surface étant équivalente à une force normale de grandeur 
indéAnic, il suffit évidemment que lu i-ésultante des forces 
extérieures puisse, eu se combinant avec une force nor- 
male de grandeur quelconque, fournir une résultante défi- 
nitive nulle. Or ce résultat ne peut ('We atteint qu'autant que 
la résultante des forces appliquées est perpétuellement nor- 
male à la surface, car deux forces ne s'annullent qu'à ta con- 
dition d'être directement opposées. 

Ainsi la condition nécessaire et sufllsante pour qu'un 
groupe de forcos soit en équilibre, c'est que la résulljiute de 
ce groupe soit constamment normale it la surface sur laquelle 
le point matéi'ie) est assujetti à demeurer. Quant it la valeur 
absolue de cette l'ésultanle, «Un peut <'tre quoiroiiquo, la sur- 
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tice développant toujours une aciion de grandeur con- 
venable pour la détruire exartemeni. 

Celte condition géométrique fort nette est exprimée algé- 
briquement par les deux relations : 

X _ _x_ Ji___ z 

Ôm5 COS fjl ' COS X COS V ' 

X,{i.etv représentant les angles formés par la normale avec 
les nxes. — Pour no faire figurer dans ces relations que les 
données du problème, il suffît de remplacer cos X, cosj;^ et 
COS y par leurs valeurs connues en fonction des coordonnées 
et de l'équation de la surface, valeurs qui sont, comme on 
sait, les suivantes : 

rm '/. =^ a -— , awu = HT^, cosK=H:f} 
car dy az 

H représentant abréviativement la quantité 



Par suite, les deux relations ci-drssus deviennenl : 

dy 

flz dx ' 

qu'on écrit aussi sons reitc forme : 

fP, X _ Y Z_ 

^' ~K ^r-iT' 

flx rfy dz 

Ces équations s'obtiiunnu du reste immédiatement en 
reprenant les équations (C^ d>i mouvement , du n" 101, et 
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fîgalaot à zéro les premiei-s membi-es, afin d'exprimer qne 
les forces peuvent ùire supprimées sans influer en rien sur 
le mouvement du poiut matériel. On obtient ainsi les équa- 
tions (£) elles-mêmes. 
Quant à la valeur de l'action totale K développé pai* la sur- 
. «»V* 



face, elle est évidemment égale à ± V^X'-+-Ï*+Z'H , 

P 
valeur qui se déduit tout de suit« de la connaissance du 
groupe appliqué au mobile et de la vitesse initiale de ce mo- 
bile. Les deux termes de cette valeur représentent, l'un la 
réaction qne développe sur la surfuce la présence de la force 
extérieui'C normale X, Y,Z; l'autre la réaction due au mou- 
vement que poursuit le mobile en vertu de sa vitesse initiale, 
et qui ne dépend va rien de l'introduction ou de la suppression 
du groupe extérieur supposé en équilibre. C'est la même ob- 
servation qui a fait l'f^jet de la cinquième conséquence du 
n" 103. Le signe dont doii être affecté le premier terme, c'esl- 
à-dire le sens dans lequel agit la i-éaction due à la foixe ex- 
térieure, est toujours contraire à celui de la i-ésuliante de ce 
groupe. 

107. — Nous avons dit, au commencement de ce chapitre, 
que, lorsqu'un mobile est assujetti à glisser le long d'un Dl 
fixé par ses deux extrémités, il se trouve, par le fait, assu- 
jetti à demeurer sur une surface, qui est précisément l'ellip- 
soïde de révolution dont ces deux points fixes sont les foyers. 

Par suite, il faut, pour l'équilibre d'un groupe de forces 
qui sollicitent un pai-eil mobile, que la rt-sultante soit dirigée 
suivant la normale. Cette condition générale nous fournit 
ici une remarque intéressante. 

La normale à l'ellipsoïde est située dans le même plan que 
les deux parties du fil qui vont dn mobile aux points fixes, 
cl, en outre, elle partage leur angle en deux parties égales. 
Or, c'est la n'sisiaiicc combinée de ces deux fils dans If 
sens du k'tir lungui-ni , ou rv qu'on iiomnio leur teuiion, qui 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



MOUVEMENT Bt'VH POINT ASSVJETl'l A. DES LIAISONS. 309 

procure la résistaoce de la surface et qui dëiruit la reiiulianie 
(lu gi'oupc en ^uilibre. Donc, puisque les tensions de ces 
deiiK fils font équilibre à une force dirigi'C suivant la bissec- 
trice de leur angle, ces tensions sont égales (u* GW). Ainsi, 
' toutes les forces qui agissent normalement à la suifacede 
l'ellipsoïde déterminent dans les deux pailles du fil la même 
tension, et ces deux parties sont situées daus le plan normal. 
Des forces obliques sont susceptibles de se décomposer en 
deux, l'une, suivant la normale, qui a l'effet que nous venons 
de voir, l'autre située dans le plan tangent et qui a son en- 
tière efllcacité pour mouvoir le point matériel sur l'élé- 
ment de contact. Ainsi, rdlipsoïde intervient dans le mou- 
vement pour détruire toutes les composantes normales des 
actions motrices, et cette destruction a lieu au moyen d'une 
tension qui se développe dans le âl et qui a la même va- 
leur numérique suivant chacune des deux portions de ce Bl. 
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108. — Eu reproduisant ici les considérations relatives k 
la surface,. nous verrions que l'action exercée par la court» 
sur le mouvement du point matériel équivaut à une force de 
grandeur indéfinie, dont la direction, au lieu d'être dé- 
terminée comme dans le cas de la surface, est seulement 
astreinte à être perpendiculaire h la courbe ou à se trouver, 
avec mie position d'ailleurs quelconque, dans le plan mené 
normalement à cette courbe. 

Nous pouvons donc envisager le mobile comme parf^itfi- 
ment libre, pourvu que nous ajoutions aux forces extérieures 
une force de grandeur indéfinie, située, en chaque point, 
dans le plan perpendiculaire à la trajectoire. 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



519 UVBE H. — POINT MATÉRIEt.. 

Nous introduisons ainsi deux nouvelles inconnues, savoir : 
i* la grandeur de celte force; S° un de ses angles. ■ — Je dis 
un de ses angles, car si un seul est connu, la direclion s'en- 
suivra, puisqu'elle est perpendiculaire à la direction connue 
de la tangente. — Mais, d'un autre c4té, le problème com-^ 
porte deux inconnues de moins, puisque, à tout instant, lea 
coordonnées du mobile sont liées entre elles par les deux 
équations de la courbe. H y a donc finalement le même 
nombre dinconnnes que dans le cas du mouvement du point 
matMel libre, et, par suite, ta solution pourra être rournie 
par les équations relatives à ce mouvement, dans lesquelles 
figureront, parmi tes forces données, la force qui représsnte 
l'aciion de la couriie et dont l'intensité et la direction se- 
ront ainsi déterminables h chaque instant. 

En nous servant des mêmes notations que précédemment, 
on aura le système d'équations fondamentales, 

(*) - ■ ■'--- -* - -* 



+ K 


cos 


»="■?. 


Y + Kcoi 


'F = 


="3r 






Z + Kcos: 


/ = « 








,= 


dx 

dt 


, « = 


4. 




». 


dz 



auxquelles il but joindre la relation qui exprime q«e la 
force K est perpendiculaire i la direction de la tangente, 
rdatiofl qui est celle-ci : 

, . ^dx du dz 

Au moyen de ces équations et de celles qui représenlent 
It courbe, le problème est complètement résolu ; c'est-Jt-dire 
que : 

Étant connues les forces extérieures, &a peut délenniaOT 
le mouvemeni ; 
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OU réciproquement, étant connu le Tnoavement, on pent dé- 
tenniner les force» extérieures. 

Snbsidiairement, on trouvera la valeur ei la direcUon de 
la force perpendiculaire qui, à chaque instant, équivaut à 
l'action de la courbe. 

On peut donner aux équations ci-dessus une autre fornie, 
en éliminaDt l'action K el ses cosinus >, u.,v,ce qui se fera 
ir^simpleinent de la manière suivante : mnttiplîons les trois 

équatioDs[A) respectivement par t >-^» -j—.etajouKms- 

les, en remarquant que le muitîplicaienr de K est nul en 
vertu de la relation (c), et que le multiplicateur de m n'est 
iwtre chose que la différentielle, prise par rapport ih » , 

de ^ , c'est-à-dire la différentielle de - V ; 

par suite, les équations (A) sont remplacées par l'équation 
unique suivante : 

(C) X rfa; -+- Y dy + 2 rfz = rfi m V , 

laquelle, réunie aux deux équations de la courbe, fournit 
trois relations entre ;r, y, z, etpemielconséquemmentd'ex- 
primer les coordonnées en fonction du temps ou de résoudre 
les problèmes du mouvement. 

Celte méthode, qui, au fond, ne diRëre pas de la précé- 
dente, — car elle ne fait qu'effectuer les éliminations impli- 
citement indiquées dans le système d'équations (A) et (c) — 
signifie qu'on n'a plus, dans le cas actuel , pour déterminer les 
coordonnées du mobile, qu'une seule équation, au lieu de 
trois qni conviennent au point matériel libre, mais que la 
position de ce mobile ne comporte en effet qu'une seule in- 
connue distincte, puisqu'il est assujetti à se trouver sur une 
certaine courbe assignée d'avance. 

Quoi qu'il en soit du mode adopté pour la mise en équa- 
tions, nous répéterons ce qui a déjà été dit à l'occasion de la 
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surface, &avoii' : qu'il demeure entendu que le mobile, assii- 
jeiiî à se mouvoir sur une courbe, est exactentent dans les 
mêmes coudltions qu'un mobile libre, pourvu qu'au groupe 
de forces dont la résuliaote a toujours été désigné par P, on 
adjoigne la force K. D'où il suit que pour manifester toutes 
les conséquences relatives au mouvement actuel il suffit de 
reprendre successivement les diverses équations qui concer- 
nent le mobile libre, et d'y substituer partout à la force P 
l'ensemble des deux forces P et K. 

Nous remarquerons aussi que ce n'est plus la force mo- 
trice P qui est située dans le plan osculàteur de la trajec- 
toire, mais la résultante de P et de R. 

Cela posé, examinons les équations relatives au mobile 
libre. 

109. — 1° Relations (E) et (F) des n" 81 et M. 

L'équation (E), 

se maintient intégralement, parce que la force K perpendi- 
culaire à la couri)e ne donne pas de composante suivant la 
tangente. Nous pouvons donc attribuer à la composante 
tangeniielle de la force motrice donnée toutes les propriétés 
qu'elle possède dans le mouvement d'un point entièrement 
libre. 
Au contraire, l'équation (F) doit être remplacée par celltH^, 



où G représente la composante, suivant le rayon de cour- 
bure, de la résulunte des forces P et K, ou bien la somme 
des composantes de cliacune de ces deux forces. C'est r«tie 
force G qui est la force centripète, c'est-à-dire la force ap- 
pliquée suivant le rayon de courbure de la trajectoire, né~ 
cessaire pour empécber à chaque instant le mobile de pour* 
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suivre sa roate dans la directiou de la taugente. Kécipro- 
qoemenl, on dit qne le mobile est animé d'ane force c«Dtri- 
Aige égale et contraire à G. 

De là résultent ces conséquences : 

1" La vitesse du mobile est due uniquement à la compo- 
sanle tangeotielle des forces exlérieiires, en sorte que, si ces 
forces sont constamment taugentes, elles impriment la même 
vitesse que si le mouvement avait lieu librement et en ligne 
droite, et que, si elles sont obliques, toute la portion de ces 
forces qui n'agit pas suivant la tangente est perdue pour la 
vitesse. 

3* Si la vitesse est constante, la composante langeuUelle 
est nulle; et, par suite, la force motrice est nulle ou perpen- 
diculaii-e à la direction de la tangente. 

Z" Si la force extérieure est nulle ou dirigée suivant I» 
tangente, la force centripète est égale à l'action de la courbe. 

h' Si la vitesse est constanleet le rayon de courbure cons- 



r étant le rayon du cercle décrit dans ce casl 

5* Sa le rayon de courbure est infini , c'eslrà-dire si la 
courbe donnée est une dioite, la force centi'ipète ou G est 
nulle. Donc l'action de la droite et la force motrice donnent, 
suivant la normale, des composantes égales et contraires. 
On voit aussi que le mouvement le long de la droite a lieu 
comme si lu force motricu était simplement remplacée par 
sa composante suivant cette droite. 

E«|Ball«n de la f«rc« vive. 

110. — La force K ne fournil évidemment aucun terme 
dans l'équaiion générale 
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car le travail de la force K, c'esl^à-dire sa valeur nuatériqoB 
mulUpliée par la projeciion, sur sa propre direction, de l'é- 
lément parcouru, est une quantité nulle, puuque la force K 
est perpendiculaire ù la trajectoire. C'est ce qu'on peut ëga- 
leiueut reconoattre en remarquant que l'équatîoa ciniessus 
représente le travail de la composante tangeolielle, Tdt,- or 
cette composante est la même, soit qu'où tieane compte de 
la force normale K, soit qu'on ne s'en préoccupe pas. 

Ainsi, la variation de Toree vive d'uu mobile assujetti à se 
mouvoir sur une courtte est égale au travail de la force mo- 
trice pendant le même temps. 
SignaloHB eu particulier les conséquences suivantes : 
Sui^;>osons qu'entre deux plans parallèles on ait autant 
de courbes fixes différentes qn'on voudra, et que le mobile, 
parconrant l'une ou l'autre de ces courbes, soit sollicité entre 
les deux plans par une force constante perpendiculaire à 
ces plans, lia variation de force vive sera exprimée par la 
relation 

i m Vj — ; m V; = P . rf; 

d représentant la disunce des deux plans. Donc la variation 
de force vive sera indépendante de la forme de la trajec- 
toire à laquelle le mobile est lié et de la direction de la vi- 
tesse au départ. Si le mobile se ment, par exemple, le long 
d'une droite parallèle à la direction de la force, — ce qid 
rendra son mouvement rectiligne, — il acquerra la même vi- 
tesse, en arrivant au second plan, que s'il avait été assujetti 
à parcourir une courbe quelconque. Lorsque la force con- 
sidérée est la pesanteur, on appelle hauteur de chute la 
portion de verticale comprise entre les deux plans ; la con- 
séquence ci-dessus s'énonce daus ce cas en disant qu'un 
mobile acquiert toujours ta même vitesse, pour une même 
hauteur de cbute, quelle que soit la ligne parcoume. 
Si le mobile estsolUcité par une force dont Is composante 
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taugealielle est oousiante, Ia varijUon de force vive, é^le 
à / Trf« = T {<| — »„), est donc propoilionnelle à la lon- 
gueur de l'arc parcouru. 

Si le mobile, sollicité par une force coustaute en grandeur 
et en dlreciion, repasse plasîears fois par un même plan 
perpeudiculairc à la direclîon de la force, il aura chaque 
fois la même vitesse, puisque le produit P.d, qui marque k 
variation de force vive, est alors nul. 

111. — Terminous par une lemarque relative à la solu- 
tion des problèmes qu'on peut se proposer sur le iBouvement 
qu'on vient d'examiner. 

Après qu'on a éliminé la force étrangère représentMtve 
de l'action de la courbe, l'équation qu'il faut joiudi'e aux 
deux équations de la courbe donuiH-, pour trouver les eeor- 
doanées en fonction du temps, équation déugnée par (C) 
au u° 108, n'est autre chose que la relation même de U force 
vive. Au moyeu de cette relation et des équations de la 
courbe on déterminera les quantités x, y, z en feoctîon du 
temps. Ces trois inconnues sont en effet les seules qui fi- 
gurent réellement dans le système, puisque, d'une part, 
,- d* ., _ d» x/dx'-i-dv^+d:t^ „ 

faudra donc effectuer ces remplacements pour obtenir la so- 
lution ; et l'on se trouve dès lors en présence de difficultés 
algébriques exacteiuent au même ordre que celles qu'on 
rencontre dans le mouvement d'un point matériel libre. 

Mais il est un cas où la solution est beaueoap pins aisée 
et ne nécessite pas ces «tAislitutions préalables, c'est lor8(}ae 
la composante taugeniielle de la force molrice est sne rone- 
lion connue de l'arc t ; car alors, lo premier membre de l'é- 
quation des force» vives, 

r'r rfj^ ; m V. — ; mv', 
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sera une fonction connue de l'arc », et, par suite, la vitesse 
du mobile à un moment quelconque sera aussi une foacdoii 
connue de ». Tous les autres étcments peuvent ainsi être ex- 
primés en Tonction du temps ; oir, puisqu'on vient de trouver 

V=4i (*), commeon a aussi V=-3-, il en résulte que 

*=)f ((), Mais, ta courbe étant assignée à priori, dès qu'on 
connaît la longueur de l'arc en fonction du temps ou con- 
naît la position du point et conséquemmeiit ses coordoniiéeb. 

Donc, en nous résumant, nous voyons : 

Que tontes les fois qu'un mobile, par suite de ses liaisons, 
n'a qu'un mouvement possible (le mouvement suivant la 
couri>e même), l'équation de la foi'ce vive, combinée avec 
les deux équations de la courbe, suffît à résoudre le pm- 
blème; 

Que la solution est grandement facilitée lorsque la com- 
posante tangentielle de la force motrice est une fonction 
connue de l'arc » : car on peut alors exprimer immédîale- 
ment la vitesse en fonction de cet arc. 



■■ pvlat matériel «isuJetU à dcMcarer 
sar ■■« e«Brbe d»aaée. 



113. — Pour que l'équilibre d'un groupe de forces ait lieu 
il n'est point nécessaire que la résultante soit nulle : il suffit 
que cette résultante soit perpendiculaire ù la courbe. Sa 
grandeur, ainsi que sa direction dans le plan normal, peu- 
vent d'ailleurs être tout à fait quelconques, car la résistance 
de la courbe la détruira toujours, ou, en d'autres termes, 
il se développera toujours dans la courbe une résistîince 
convenable , parfaitement égale et opposée à ladite résul- 
tante, et qui, par suite, l'annihilei-a. 
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Les forces considérées doiveni donc satisfairv à cutle «eale 
condiliou de donoer une l'ësultante perpendiculaire à la 
courbe, condition qui est exprimée par l'équation : 

p 'rfï"'"p"S"'"p"rfï ■*"**' 

laquelle revient complètement à celle-ci : 

et signifie que le travail de la résultante est constamment 
nul. On peut aussi trouver immédiatement cette relation on 
exprimant que la suppression des forces ne change pas le 
mouvemeut , et que , par conséquent , le plumier membre 
de l'équation (C) du n' 108 est égal à zéro. C'est pourquoi 
l'un dit que l'équation des forces vives suffit à exprimer les 
coudilions d'équilibre d'un point matériel assujetti à demeu- 
rer sur une courbe donnée. « 



om la iiapprcMlaii bras^ae de» llalflaa* d'aa palal 
matériel. 

CH0€ BT EXPLOSION. 

113. — Jusqu'ici , dans le mouvement d'un point matériel 
assqjettt à certaines liaisons telles qu'une surface, une 
courbe, un lien tendu, nous avons implicitement supposé 
que ces conditions existaient dès l'origine, et que le mou- 
vemeot s'était toujours effectué en rapport avec les liaisons 
cou sidérée s. 

Nous allons maintenant examiner le cas où le point ma- 
tériel , en train de parcourir une certaine trajectoire, serait 
tout à coup dévié de son mouvement, soit par roblîga< 
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tioD brusque de demeurer désormais aasujelti à ceriaînes 
liaisoDS délenniiiées, soii, au coatrairc , en ctanl souslniit 
aux liaisons qui le régissaient auparavant. 

C'est ce qui auruil lieu, par exemple, pour un mobile qui, 
dans sa route, rencontrerait soudainement une surface fixe, 
6ur laquelle il serait dès lors contraint de glisser. Il y au- 
rait ainsi introduction brusque de liaisons. Il y aurait, au 
contraire, une suppression, si le mobile, étant primitivement 
assujetti à demeurer sur ta surface, eu était tout à coup 
Mi'acbë et lancé dans une direction quelconque. 

Ces pfaéDomènes d'introduction et de suppression se pré- 
sentent fréquemment dans la nature ; nous en reparlerons 
plus loin, et nous éclaircirons les termes de ehoeeli'ex- 
ploêion , sous lesquels ils sont pins généralement dé- 
signés. 

Lorsque le mouvement du mobile est parfaitement connu, 
avant Je phénomène d'introductioo on de snppression, et 
qu'on connaît aussi les circonstances de ce phénomène lui- 
même, le mouvement subséquent s'en déduit sans difficulté 
théorique. Od pourrait donc se proposer ici de déterminer 
U trajecMire, et, en g éoéral, tons les éléments du moure- 
Dient qui succède an phénomène. Mais une semblable !«- 
cherche, prise dans toute sa généralité, n'offrirait qu'un 
médiocre Intérêt, et l'on se borne habituellement à mettre 
en évidence certaines pi'opriélés <|ui ont seules une impor- 
tance réelle, et qui concernent exclusivement la force vive 
du mobile. Ces propriétés sont renfermées dans les deax 
propositions suivantes : 

1° Quelle que soit la li.-iison brusquement introduite à hb 
moment quelconque du mouvement, la force vive aivaRt 
l'introduction est égale à la force vive après, plus la force 
vive corresponds Bt à la vitesse perdue pendant l'Introduc- 
tion ; en appelant vitesse perdue celle qui, composée en 
grandeur et en dii'cctioo , d'après la construction parallélo- 
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grammique, avec la vitesse finale, donne pour résultante la 
vitesse primitive. 

2° Quelle que soil la liaison brusquement suppriitice, la 
force vive api-ès la supprcàsiun est égale à la force vive 
avant, plus la force vive correspondant à la vitesse t^agiiée 
pendant la suppression; en appeluDl pareillement vitesse 
gagnée celle qui, composée avec la vitesse primitive, donne 
pour résultante la vitesse finale. 

En résumé , pour un point matériel , toute inti'oduction 
de liaison diminue la vitesse, et toute suppression l'aug- 
mente; et la force vive diminue ou augmente elle-même 
d'une quantité correspondante. 
C'est ce que nous allons démontrer successivement. 
IIA. — iMlradHClioB bruMiBC de llaliwBg, Pour éclaii^ 
cir davanuge ce qui va suivre, considérous tour à tour cha- 
cune des liaisons diverses 
auxquelles nous avons r«- 
coDDU qu'un point matériel 
peut être assujetti. Ces 
liaisons Fevienneot toutes 
à faire glisser le mobile sur 
une surface ou sur une 
courbe assignée à priori. 
i- luiroductiofi brus4)ue 
d'une surface. 
Soit MU KU^le M, qui, 
parcouraol une certaine trajectoire soas l'actiou des fwces 
qui le sollicitent, arrive en M avec une vitesse actoellemenl 
dii-igée snivaot MI. Supposons qu'à cet instant précis le 
mobile soit brus^iement assiyetti à se mouvoir désormais 
sur la surface A M B. 

La vitesse M I peut être décomposée en deux autre», 
situées dans le même plan, l'une suivant la normale MN à 
la suriace, l'autre suivant la ungente MT déterminée par 




Fig. la. 
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riutersectiun de la surface avec le plan normal I M N. 

Si le mobile possédait la seule vitesse MT, rien ne l'em- 
péclierait de glisser snr la surface, cl, par suite, d'obéir à la 
liaison introduite, sans déterminer nltérieurement, de la part 
<le celte surface , d'autre action que celle qui se développe 
dans le cas ordinaire de liaisons existant dès rori|i;iiie du 
mouvement. Mais, pour qu'il en soit ainsi, lu vitesse Dor- 
niale .MN doit être détruite. Donc l'introductiou de la sui-- 
fkce revient à anéantir brusquement la vitesse uormale .M>'. 
Cet anéantissement se fait au moment môme où le poiiif M 
est dans sa position actuelle, et sans quil puisse continuer à 
se mouvoir suivant la direciion M 1, puisque la surface est 
impénétrable et oppose conséqnemment un obstacle absolu. 
La deslrticlion de la composante normale de la vitesse a 
donc lieu initanlanèmenl. 

Quand nous nous exprimons ainsi, c'est, bien entendu, 
au point de vue théorique, et dans la conception idéale 
d'une surface matbématiquement inflexible. Mais n'oublions 
pas que , dans la nature, les choses , de toute nécessité , se 
passent un peu différemment. 11 n'y a pas de surface, si 
dure qu'elle soit, qui ne se déforme légèrement sous la 
grande et brusque pressioa que le mobile, avec sa vitesse 
acquise, vient exei-cer sur elle. C'est pendant le temps très- 
court, et généralement inappréciable, de cette déformation, 
que la surface, par sa résistance continue, détruit la com- 
posante normale de la vitesse. Mais, quoique le phénomène 
ait ainsi une durée réelle, sans laquelle , d'ailleurs, il ne se 
concevrait point, cette durée est assez petite pour que le 
phénomène abstrait, relatif à une surface mathématiquement 
inflexible, puisse servir de type d'assimilation au phéno- 
mène réel, et pour que le nom d'insiantaué lui soit attribué 
aussi bien dans la réalité que dans la conception théorique. 

Pour en revenir à notre démoustratiou, nous voyons que 
l'iotrodoction brusque de la surface joue le rAle d'une force 
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qui, pendant un temps extrêmement court, devrait détruire 
une certaine quantité de mouvement, et qui, par conséquent, 
doit être supérieure ,en grandeur à toutes les farces mo- 
trices ordinaires. Car, pour uue certaine quantité de moti- 
venient à produire on à détruire, la force doit croître k 
mesure que la durée de l'action diminue. 

Les forces dans le genre de celle qui naît ici de l'assujet- 
lissement brusque du mobile à demeurer sur une surface 
oui reçu te nom de force* intlantanéet ou forces de choc. 
Ce terme de choc rappelle que la force se développe à l'oc- 
casion de la rencontre d'un obstacle par une certaine masse 
en mouvement. 

Cela posé, soit V la vitesse avant l'introduction, V, la 
vitesse après l'introduction ou la vitesse conservée suivant 
le plan tangent, etl) la vitesse perdue, c'est-à-dire la vitesse 
suivant la normale, je dis qu'on aura : 

i m V = i m Vj -1- i m U' . 

Cette relation est évidente, car M N et M T étant perpen- 
diculaires entre elles, on a 

Ainsi, tout cb oc d'un point matériel contre une surface 
donne lieu à une diminution de vitesse, représentée par la 
construction du rectangle, et à une perte de force vive égale 
à -întU*. On peut voir aisément à quelle fraction de la force 
vive initiale correspond, suivant les cas, la perte en ques- 
tion. On a, en effet : 

I] = V cofi N M I = V sin H U L i 

et , par suite ■ 

"■in D' = î 1» V. sin'i; 
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eit daignant par î cet angle H M L, qui a reçu le nom 
d'angle d'incidence. 

Celle relation signifie que I» nraclion de la force vive ini- 
tiale, qui représente la perte due au choc de la surface, est 
Htesurëe par le carré du sinns de l'angle dlncidence. D'où 
l'on conclut que cette perte est nnllc ou totale, suivant que 
l'flflgle d'iBcideoce esl nul ou droil, ce qni est évident à 
priori. 

Remarque. — Si le point matériel n'est, après le choc, 
soumis \ aucune force estéricurc, la force vive -, mVj , qui 
succède an choc, se maintient intégralement dans la suite 
du mouvement, carcettefoi-ccvivenepeut pas être modifiée 
par le travail des seules forces de liaisons, qni est nul, comme 
on sait. L'observation de la vitesse, à nn moment quel- 
conque après le choc, permet donc d'évatuer la perte due 
à ce choc. Si le mobile continue à être soumis Ji des forces 
extérieures, il n'en est plus ainsi. Cependant ou peut, au 
bout d'un temps assez couii, observer la vitesse du mobile 
pour se rendre compte de la perle de force vive : car la 
variation apportée pendant ce temps par les forces exté- 
rieures esl négligeable par rapport à celle qui est due au 
choc. 

2° Introduction brusque d'une courbe. 

La démonstration est tout à fait semblable. La vitesse M 1 
peut être décomposée en une vitesse suivant la tangente 
MT à la courbe, et une vitesse MN, perpendiculaire à cette 
courbe et située conséquemment suivant t'inlei-section dti 
plan IMT avec le plan mené en M normalement à la courbe. 
L'introduction de cette courbe revient donc à anéantir brus- 
quement la vitesse suivant M N. Il en résulte , comme pré- 
cédemment : 

i m V' = i m V; -h i m U', 

1 ,n U' = i m V" sin ' i ; 



n,g,t,7rJM,GOOglC 




MOUVEMENT D'iiN POI!\ f ASSUJETTI 4 DES LIAISONS. 223 

eu désigoaut par i l'aDglt formé par la directiu de la vitesse 
initiale avec la tangente à ta courbe. < 

115. — SKfprMsIoB bruvque étu IUImb*. Supposons 

qu'un mobile, assujetti à demeurer sur une surface , soU 
ar['ivc actuellement en un 
certain point M, et qu'à ce 
momcntprëcisil soitbros- 
queifteiit arraché de cette 
_X surface et lancé dans use 
certaiDedirectiouMI.C'est 
' ce qu'on exprime en disant 
qu'il !>'est produit une ex- 
piation entre la surface et 
le mobile, explosion qui a 
ne- 1». eu pour résultat de rompre 

leslieM quelconques qui retenaient le mcAiile sur la surface, 
et de cfaanger la direction de son mouvement qui s'effectuait 
suivant une certaine tangente M T. 

La force de liaison de la surface étant dirigée suivant la 
normale MN, la force d'explosion qui rompt celte liaison 
sera dirigée en sens inverse, c'est-à-dire suivant le prolon- 
gement H N' de la normale, et, puisipic le mouvement, au 
lieu de s'effectuer suivant MT, s'effectue suivant Ml, on 
doit considérer l'explosion comme ayant développé une force 
dntUtntatiee qui a subitement communiqué au mobile une 
certaine vitesse suivant M N'. 

Si V est la vitesse M T, U la vitesse M N', et V, la vitesse 
gai succède à l'explosion, je dis qu'on aura : 

C'est ce qui résulte évidemment de la construction du 
rectangle où l'on a V'=V*-|-ll-. 

La vitesse II est nomméo vitesse gagnée, comme dans le 
cas du choc elle élait nomnit'c vitesse perdue. 
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Ainsi, toiile explosion des liaisons qui assujetlissaîent un 
poinv matériel à ^ mouvoir sur uue sui-t^ce doune liou k 
une augmentation de vitesse, représentée par la constnin- 
tion du reelangle, et à un gain de Torce viveôgal ù iml3'. 

On peut voir aisément à quelle fraction de la force vive 
initiale correspond le gain en question. On a, en effet, 

U = VtangIMT, 



ï m U* = î m V*. lang * e \ 

en di^igoant par c l'angle I M T qu'on appelle aiigl^ de pro- 
jecliofi. Cette relation montre que ta fraction de la foi-ce vive 
primitive, qui représente le gain dû à l'explasion, est me- 
surée par le carré de la tangente de l'angle de projecUon. 

D'après cela , le gain de force vive est d'auunt plus 
grand que l'angle de projection augmente davantage. Il se- 
rait infini si le mobile était lancé suivant la normale : en 
effet, pour que la vitesse résultante eût cette direction, il 
faudrait que cette vitesse composante MN' fût inSnie. Au 
contraire, ce gain serait nul si le mobile s'échappait suivant 
la tangente : car alors, il n'y a pas d'explosion proprement 
dite. 

La suppression brusque de la liaison à une courbe ofiK- 
rail les mêmes conclusions. Nous croyons donc inutile dV 



En définitive, on voit que les propositions énoncées au 
commencement de cet article se trauvent pleinement dë~ 
montrées. 
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AimtB MANIÈRE DE PRËSENTEB LES BASILTATS 

KTABUS DAKS LES TfiOlS CHAPITRES PRECEDENTS, OU MÉTRODE 

DES MOUVEMENTS VIRTUELS. 



116. — NouBDOus proposons ici de trouver, par ane autre 
méUiode, les équations fondamentales du mouvemait d'un 
point matériel libre on assujetti à des liaisons quelconques. 
Nous mettrons également en évidence les principaux résul- 
tats déjà obtenus. 

Cette méthode, qui, au fond, ne pentâifférer de celle qu'on 
a précédemment employée, — car les vérités exprimées par 
le calcul sont nécessairement identiques sons des formes di- 
verses, — a reçu le nom de méthode det mouvements vir- 
tuels. La proposition dans laquelle elle se résume est ap- 
pelée principe des moments virtuels, et consiste ea ce 
que: 

Dans tout mouvement d'un point matériel, libre ou assu- 
jetti à des liaisons quelconques, le moment virtuel des forces 
extérieures est égal au moment virtud de la force con- 
servée. 
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L'inlelligence de cet énoocé néces^te quelques défini- 
dons préalables. 

Définitiom: 

On noDinie potîtion virtuelle d'un point matériel toute 
position que pourrait occuper ce point sans altérer les liai- 
sons auxquelles il est soumis, ou, en d'autres termes, toute 
poaiUon compatible avec l'état de ces liaisons. 

On nomme de même mouvement ou d^laoement virhtel 
tout mouvement dont la trajectoire ne passerait que par 
des posilions virtuelles. 

Ainsi : 

Pour un mobile libre de liaisons, tout point de l'espace 
est une position virtuelle, et toute ligne continue est une 
trajectoire de mouvement virtuel : car, avec des forces con- 
venablement choisies, le mobile peut toujours £tre trans- 
porté dans cotte position et suivre cette ligne continue ; 

Pour un mobile lié à une surface, tous les points et toutes 
les lignes de cette snrfoce sont des positions et des trajec- 
toires virtuelles, et les points et les lignes bors de cette sur- 
foce ne sont pas des positions et des trajectoires virtuelles, 
car le mobile ne saurait y passer sans manquer à ses liaisons ; 

De m£me, pour un mobile lié !h une courbe, Il n'y a de 
positions virtuelles qtie les points de cette courbe, et de tra- 
jectoire vlrtnelle que cette couite elle-même ; c'est-à-dire 
qae les mouvements virtuels n'existent que dans deux sens, 
Btiivant les deux parties opposées de la tangente au point 
considéré. 

N. B. Dorénavant, quand nous parierons de positions 
virtnfllles, il sera entendu, à moins de stipulation contraire, 
qm uoas envisageons uniquement les positions Infiniment 
voisines ; par suite, la trajectoire d'un mouvement virtuel se 
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réduira à l'éléinent rectîligne infiuimeot petit qui joial le 
mobile à l'uae de ses positions virtuelles. 

On nomme monoent virtuel d'une force appliquée à uo 
mobile la valeur numérique de cette force multipliée par 
la projection, sur sa propre direction, du déplacement vir- 
tuel infiniment petit que l'on considère. — Le momeot vir- 
tuel n'est, comme on voit, que le travail virtuel de la force, 
dénomination qui serait préférable i toutefois, nous conser- 
vercHns la première qui a prévalu dans l'usage. 

On appelle ftn-ce conêervée d'un mobile la force qui dé- 
terminerait à chaque instant le mouvement effectif de ce 
mobile, s'il éuit complètement libre. Ainsi, v, u etir étant 
à tout moment les projections de la vitesse effective, la force 
capable de produire un semblable mouvement a pour com- 
posantes, suivant les axes, m-jr- » *"Trt m—jr-. Cette force 

est ce que nousappelons la force conservée; elle n'est autre 
que la force motrice elle-même si le mobile est libre; et, 
dans le cas où il se trouve assujetti, elle est la résultante de 
la force motrice et de la force de liaison. Cette force con- 
servée est nommée aussi par certains auteurs forée totale, 
pour indiquer qu'elle représente l'effet total reçu par le 
mobile, tant de ses forces extérieures que de ses forces de 
liaisons. 

Le moment virtuel de la force coniervée sera donc ég;al 
au produit de cette force, que l'on conçoit menée en gran- 
deur .et en direction , multipliée par la projection du dépla- 
cemeot'virtuel sur cette direction ainsi tracée. 

Cela posé, nous allons procéder à la démonstration du 
théorème sus-énoncé. 

117. — Soit m un point matériel quelconque, libre ou 
assujetti à des liaisons, P la réstillantc des forces extérieures 
ou motrices, eti la résultante des forces inlérieures ou de 
liaisons (laquelle disparaît si le point est libre). 
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Soit X, Y, Z les composantes de P, et K, L, M celles de I ; 
soit enfin une droite quelconque, menée par le point m, et 
St nne portion arbitraire de cette droite, dont nous dési- 
gnerons les projections sur les axes par Sx, êy, Sz. Les 
angles de wtie droite avec les a:ies auront respectivement 
pour cosinus 

.Sx $y $j 
Ss ' $j * Ss' 

dans lesquels Sx, Sy, Sx ont des valeurs tout à fuît indé- 
pendaiites les unes des autres si la direction de la droite est 
véritablement quelconque. — Rien n'empêche, d'ailleurs, de 
supposer S:t, Sy et Sz infiniment petits, tout eu restant in- 
dépendants ; cela n'altérera en rien la généralité de la posi- 
tion de la droite, et nous y trouverons cet avantage que, si 
nous voulons, par exemple, exprimer que ladite droiie se 
confond avec la tangente d'une coupbe, il suffira d'écrire : 

Sx^dx , Sy='dy, Sz = dz . 

On sait, en vertu de la sixième proposition (n° 66), que 
la projection de la force motrice sur une droite quel- 
conque , est égale à la masse du mobile multipliée par 
l'accélération de la vitesse projetée sur la même droite. 
Appliquons ce théorème général à la droite désignée d- 
dessus, eu remarquant que, quelles que soient les liaisons 
du mobile, oit peut toujours le considérer comme effecUve- 
ment libre, pourvu qu'on entende par /<>rc« mofrice l'en- 
semble des deux forces P et I. Il viendra : 

«1 i./^ ^f_^^ ^Z Sz\ (¥. Sx h dy M M_ 

../l'(fl^vl+fl)1 , 
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relatîbii quî se simplifie coasidérablemeot en effaçani les 
facteurs communs et se change en celle-ci : 

(2) X Jit + Y îy + Z Jï -+- K îa> + L 3y + M d3 = 
du . , dw 

Or le premier membre, sous la forme actuelle, représeute 
précisémeul le travail ou momeut de chacune des forces P 
et I pour un déplacement infiniment petit S*, dont ta di- 
rection est d'ailleurs tout à f^it quelconque ; quant au second 
membre, il représente le moment, pour le même déplace- 
ment, de la force conservée, c'est-à-dire de la force qui a 

dv du dw 
pour composantes, suivant les axes, w»-^» '""^T"' "*~Si ' 

Jusqu'ici, nous avons laissé la droite St tout à fîait arbi- 
traire; si nous voulons que les moments considérés soient 
des moments virtuel*, il faut exprimer que celte droite St 
est celle d'un déplacement compatible avec les liaisons. 
Dans ce cas, le moment de la force 1 disparaît nécessaire- 
ment de l'équation (2) : car, si le mobile est libre, la force 
de liaison est nulle, et si le mobile est assujetti à demeurer 
sur une surface ou sur une courbe, la force I est perpendi- 
culaire â lu direction de tout déplacement virtueli et, par 
suite, son moment est nul. 

Donc enfin l'équation (2) se réduit à celle-ci : 



(M) XSx + Tl$y + Z5z = 



\dt- 



laquelle démontre la prc^ositiou annoncée, savoir : que le 
moment virtuel de la force extérieure est égal au moment 
virtuel de la force conservée. 

CeUe proposition, ne l'oublions pas, n'est que la trani' 
formation algébrique du théorème général du n" 66; et, 
comme c'est ce ihéorème qui sert exclusivement de base 
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aux équations du mouvement trouvées dans les cliapitr^s 
précédents, on peut s'attendre ù voir ces mêmes équations 
implicitement contenues dans la proposition actuelle. C'est, 
en effet, ce que nous allons ntoatrer. 

118. — 1° li« polHt MatérM «st llhw. — Dans ce cas, 
tout déplacement est virtuel. Par conséquent, isrSy, Sz 
sont absolument quelconques et indépendants les uns dçs 
antres. Donc les coefficients de chacune de ces trois quan- 
tités dans l'équation (M) doivent être séparémeut nuls; ce 
qui Toarnit les trois relations 

„ - dp „ ibi _ (te 

lesquelles ne sont atUres que celles qui conviennent au mou- 
vement d'un point libre. Ainsi, le principe des moments 
viituels revient, en définitive, aux équations fondamentales 
ordinaires, et cela doit être : car celles-ci, exprimant que la 
proposition du n° 66 a lieu pour les trois directions des axes, 
expriment par là même qu'elle a lieu aussi pour une direc- 
tion quelconque, et, par suite , pour celle dont les cosinus 

ont été représentés cinJessuspar -j-, s-^, ^. 

2' Le ^iBlBialériel eBlaMaJclll Adeaiearcr «ar ■ae 
■■rfacc. — Dans ce cas, tout déplacement n'est pas virtuel i 
or l'équation (M) ne convient qu'à un déplacement virtuel ; il 
faut donc exprimer qne Sx, Sy, $z ne sont pas entièrement 
quelconques, mais doivent satisfaire à la liaison supposée, 
et que, par suite, la position dont les coordonnées sont 
a; + iaf,y+îy,ï+^i estnne position virtuelle, ou que ses 
coordonnées satisfont & l'équation delà surfece/'(af^ y, x)=o. 
Ainsi, les valeurs arbitraires qu'on peut assigner à ix, 8y, 
iz, dans l'équation (M) sont renfermées dans le cercle de 
celles qui conviennent ii la relation 
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en ayant égard&oe que /'(*,yj7)=30, etàceque dx,3y,it 
sont des infiniment petits, dont les puissances supérieures 
à la première sont négligeables. 

Dès lors, il faut éliminer entre ces deux équations une 
des trois quantités Sx,- Sy, ix^ et exprimer qpe celles qiù 
restent dans l'équation finale sont désormais quelconques 
ou que leurs coefllcients sont isolément nuls. 

£n efTectuant ce calcul, on trouve : 



(C) 



*■ dz ^dx~ \dt.dz dt dxj' 
dy 2» \4t' dy dt ' dxj 



A ces équations on dut joindre l'équation de la surlace 
pour trouver les trois coordonnées on fonction du temps. 

Ce sont précisément celles qu'on adéjù établies an n° 141; 
et cela doit être, car, dans l'une comme dans l'autre méthode, 
on fait disparaître la force de liaison en exprimant qu'dle 
est normale au déplacement, ou que ce déplacement est vir- 
tuel puisqull est situé dans le plan tangent. 

On peut aussi mettre les équations du mouvement sous la 
forme (A) du numéro précité. Il sufiit pour cela de fttii-e 
l'élimination par un autre procédé, entre les deux équa- 
tions (H) el (N). Employons pour faire disparaître Sz 
la méthode dite des coetScients indétenninés. Nous mul- 
tiplierons (N) par une . constante h, et nous :^ouieroos à 
l'équation (M) : la quantité k sera déterminée par la con- 
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ditioii que dans l'équation résaltaote le coefflcient de ix 
Boit nul. Cette équation résultante est 

. m (x+»|)i.+(ï+»|)»,+(z+Ag}.=. 

(dv ^ du s dm . \ 

La valeur de h doit être telle, avon»-nous dît, que le coef- 
flcieul de Sz soit nul; celte valeur étant ainsi déterminée et 
portée dans les coefficients de 9x et de Sy, il faudra, d'a- 
près la nature de la question, que ces coefficients eux-mêmes 
soient nuls. Cela revient ù avoir les trois relations : 

Si on élimine h, on retombe sur les équations (C) précé- 
demment trouvées. Mais au lieu de faire l'éUmination, in- 
terprétons le sens de ces trois relations. 

Elles expriment que, suivant chacun des trois axes, le 
mouvement a lieu comme si le point matériel était parfaite- 
ment libre et sollicité par l'ensemble de deux forces : l'une 
dont les composantes sont X, Y, Z, et qui n'est autre qne la 
force extérieure ; l'autre, qui représente conséquemment la 

force de liaison , dont les composantes sont ^'j=~t^;/'> 
k -J-. Cette force de liaison, que je désignerai par K, est 
donc égale ùtt, en posant pour abréger 



vW^DW 
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D'après ces noEationa, les composantes A -7^, A-t^, h^ 

de la force de liaison seront respectivement représeotées 
par 

KhÏ, KB^, KB^; 
ax ay as 

mais on sait que les angles X, jn, v formés par la normale à 
la surface avec les axes coordonnés, ont pour cosinus 



«f. "#. ^f-, 

ax ay dz 



donc les trois relations (2) prennent la forme : 
X+KC0BX = mT-, Y+KcoSfi=m^, Z+Kcosv=w>-^. 

Ce sont lik précisément les équations (A) du n° 101. 

i' 1j« point walérlel «si «Majclll à deMieNrer tmr 
■■e «•■rbc. — Dans ce cas, il faut exprimer que Sx, Sy, 
Sz ne sont pas quelconques dans l'éqaatîon (>1), mais repré- 
sentent un déplacement virtuel, c'est-à-dire le seul déplace- 
ment qui peut avoir lieu sur ta courbe donnée. Il faut donc 
que ces trois quantités satisfassent aux deux équaLions qu'on 
obtiendra eu substituant à x, y, z, dans les deux équations 
de la courbe, les coordonnées z+^2:, y-i-Sy, z+Sz. Dès 
lors, il fkut éliminer entre l'équation (M) et les deux nou- 
velles équations dont nous parions, deux des quantités Sx, 
èy, Sx, et écrire ensuite que le coefHcient de la troisième 
est nul. 

Soit f{x, y,z')=o et (f (x, y, 2)= o les deux équa- 
tions de la courbe : l'élimination devra avoir lieu entre l'é- 
quation : 

(H) TiSx + \Sy + Z Sz=m (^$x+^$y-h^3z\ , 
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et cellefr-ci : 

m 

Employons la méthode dés coefficienU tndélenninés; à 
cet effet, multiplions les ëqaations (N) respectivement par 
h et par l, et ajootons avec l'équalion (M), il vient : 

En égalant à zéro chacun des maltipllcaienrs de Sx, Sy, Sx, 
on a les trois équations : 

entre lesquelles il faut éliminer A et / pour avoir l'équalion 
qui, réanie à celles delà courbe, permettra de trouver f,y,t 
en fonction de t. Si l'on fiiit celte élimination, on trouve 
X dx -h Y dy + Z ds = d 'fm V , 

ce qui est prédsément l'équation (C) du n* lOS. On devait 
s'y attendre, puisque, dans l'une comme dans l'autre mé- 
Ihode, on fïit disparaître la force de liaison en se fondant 
sur ce qn'elle est perpendiculaire à la courbe ou au dépla- 
cement virtuel. 
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On peut aussi, comme ci-dessus, interpréter directement 
la signification du système de« équations (3). 
En reproduisant les mêmes considératioDS, il est fiicilede 

voir que les quantités A^» *"T'' * J "P'^^teM les 
trois composantes d'une force qui serait justement la force 
de liaison dans lliypoUièse où le mobile senit assujetti seu- 
lement à demeurer sur une sur(ïice ayant pour équation 

/■(jî, y, z) = o. Pareillement , les trois quantités l -^ , 

/ —r*- , l 'rX- représeutent les trois composantes de la force 

de liaison qui correspondrait h la surface >} (x, y, z) = o. 
Or, le point matériel qui serait assujetti à se trouver simul- 
tanément sur chacune des deuiL snrfôces fÇx, y, z) = Of 
? C't 9/ 2) = serait assiùett) par li à se trouver sur leur 
ipiersection, c'est-à-dire sur la courbe donnée. Par consé- 
quent, l'ensemble des deux forces de liaisons qui corres- 
pondent respectivement aux deux surfaces représente la 
liaison qui corrrespond à la courbe. Donc, les trois quau- . 
tités 

4+'S. 4,^'t- *^-^'ê. 

r^résentent les trois composantes suivant les axes de la force 
qui équivaut à la liaison de la courbe. Cette force est d'ail- 
leurs nécessairement normale à la courbe, paisque les deux 
forces relatives aux surfaces, dont elle est la résultante, sont 
respectivement normales à ces surfaces, et que par suite le 
plan de ces deux normales, dans lequel est ladite résul- 
tante, est perpendicDlaire k l'interseclion des deux surfaces, 
qui est la courbe donnée. Si donc la force de liaison relative 
à la courbe est représentée par K, et ses angles par >, p, v, 
on peut écrire : 
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et par sniie, les équations (2) prennent la forme des équa- 
tions (A) du n" 108. 

A* L« palMl B«t4ricl étant libre •■■ aMMJeltl, le« 
f«reea >« f*Bl é^ylllbre. — Il feut exprimer que ces forces 
sont sans influence sur le mouvement du mobile, et que, 
par suite, le premier membre de l'équation (M) eU nul, ce 
qui donne la relation 

Si le mobile est libre, cetie relation donne les u-ois con- 
ditions 

X = o, Y = o, Z = o. 

S'il y a une snrface, il faut combiner (M') avec l'équa- 
tion 

d.r dy ' az ' 

absulnment comme nous faisions tout à l'beure dans le cas 
du mouvement. On en déduira les deux conditions d'équili- 
bre déjà connues : 

x''r ■,''f-„ xéL zï_„ 

ay dx dz ax 

Enfin, s'il y a une courbe, on combinera la même équa- 
tion (M') avec les relations 
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et l'on trouvera comme précédemment, 

5° lBtr*4a«ll*n «y ■■pprci>l*B bra«|ae des llaltwM. 

— Examinons d'abord le cas de l'introduction. 

Supposons qu'ancune force extérieure n'agisse sur le point 
matériel, au moment où la liaison s'introdait. L'équation 
des moments virtuels est à cet instant précis 



av . au ^ aiv •, 



Or, on peut prendre aloi-s pour déplacement vinuel un 
déplacement qui, après l'introduction, sera compatible avec 
le nouvel état des liaisons. Le déplacement effectif satisfait 
très-bien k cette condition, car la position dn mobile est la 
même, avant et après l'introduction, puisque la durée est 
infiniment petite. Si nous représentons ce déplacement 
effectif par dx^dy^, dz,, on aura : 

Prenons l'intégrale par rapport au temps, pour la durée 
infiniment petite de l'introduction; les quantités dx^,dy^, 
dzt ne changent pas. Appelons d,, u,, w, les composantes 
de la vitesse V, aussitôt après l'introduction ; il viendra 

Or, soit U une vitesse dont les composantes, suivant les 
troisaxes, soient égales à »— »,, « — w,, w— w,. La vitesse 
initiale V, qui a pour projections r, u et w, est donc la 
résultante de lu vitesse U et de la V, (U est ce que 
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ooDS avons nommé au a' Ift la vitesse perdue). L'équ- 
Uon (2) donnera, en remarquaDt que v, = -^, i*, = -^ , 

^ r, (r — p,) -t- «, (« — «,) + ir, (ir — w,) ^ 

= UT, (^yj 0"*"*"^^ ÏT'"*"^ ÎT^j'^ 
= UV, C08{C,V,). 

. D'un autre cAté, puisque V est la résultante de U et de V,,- 
OD a 

V = l]> + V| + 2 l) V, cos (U, V.) , 
et, par suite, 

t m Y» = i m ¥J + i m U' , 

ce qui est la relation déroonlrée au n° 114. 

On ferait une démonstration analoj|;ae pour la suf^res- 
sion des liaisons. 

N. B. Nous avons supposé qu'aucune force extérieure 
n'agissait sur le mobile pédant l'introduction. On peut tou- 
jours faire cette hypotbèse, car la durée de l'introduction 
est si courte que les forces extérieures sont absolument sans 
influence sur les variations de la vitesse. 

De tout ce qui a été développé dans le présent numéro, il 
ressort que l'équation des moments virtuels donne exacte- 
ment les mêmes résultats qu'on avait déjà obtenus dans les 
précédents chapitres. Nous avons d'ailleurs eu soin d'indi- 
quer que les deux méthodes procèdent directement du 
même principe, savoir celui qui lait l'objet de la siiième 
proposition du n" 66. 
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119. — On dU que des points matériels rorment uo lyt- 
tème, lorsqull existe entre ces points, par des moyens quel- 
conques, UDC certaine dépendance en vertu de laquelle le 
mouvement de l'un d'entre eux est iofluencé par le mouve- 
ment des antres; ou, pour dire autrement, en vertu de la- 
quelle si tous ces points, excepté l'un d'eux pris arbitraire- 
ment, viennent à recevoirdes mouvements, ce dernier recevra 
par contr&-coap no certain mouvement correspondant. 

Si dans uu système on pouvait distinguer deux groupes, 
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indépenclanis l'un de l'autre el ofihint d'ailleurs entre les 
points de chacun d'eux la solidarité que nous veDons de dé- 
finir, on n'aurait plus en réalilé un système, mais bien deux 
systèmes à chacun desquels s'appliquerait ce qui a été dît 
ci-dessus. 

Selon que la dépendance des poidts est obtenue au moyen 
de forces ou au moyen de liaisons analogues à celles que nous 
avons considérées dans le Chapitre IV dri Livre précédent, 
les systèmes sont appelés dynatnique* ou géométriques, 
termesqui seront éclaircis parce qui va suivre. 

Dans les systèmes de l'une et de l'autre nature, on recon- 
naît des systèmes liiret etàfi» systèmes aMu;'ef/M. Les pre- 
miers sont ceux pour lesquels il n'y a pas d'autres liaisons 
que celles qui existent entre les points, de telle sorte qu'un 
d'entre eux, pris au hasard, peut recevoir, au moyen de 
forces convenablement disposées, toute espèce de mouve- 
ments, sauf à influencer les autres points d'une manière coi^ 
respondante. Les systèmes assujettis ou qui ne sont pas enUè- 
rement libres sont ceux dans lesquels un ou plusieurs points 
sont non-seulement liés aux autres, mais astreints en outre à 
demeurer sur des courbes ou des surfaces assignées àprioW, 
de telle sorte que ces points ne peuvent pas, quelles que 
soient les forces appliquées, prendre tous les mouvements 
imaginables, mais ils ne peuvent au contraire se déplacer 
que suivant des directions compatibles avec ces surfaces et 
ces courbes. La distinction des systèmes libres et des sys- 
tèmes assujettis, prise dans toute sa généralité, n'offre qu'un 
médiocre intérêt pratique. Aussi les traiterons-nous simul- 
tanément, en avertissant chaqne fois que nos déductions 
conviennent soit à un cas soit à l'autre. 

120. — SjrsiéBies dyBanlq^ea. — Les systèmes dynami- 
ques sont, avons-nous dit, ceux dans lesquels la dépendance 
des points est due uniquement à des forces. Pour que celte 
dépendance ait lien effectivement, il est nécessaire que cha- 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



PROPOSITIONS PRÉLIMINAIRES. 3A1 

que point soit individuellement sollicité par qttelfiue Torce 
fonction des coordonnées des autres points. Car, si un seul 
n'était pas soumis ù de telles forces, tous les uuii-es points 
pourraient changer de positions, c'est-à-dire recevoir des 
mouvements quelconques sans que le premier subit aucune 
modification dans l'état actuel des forces totales qui le ré- 
gissent : par suite son mouvement propre n'en serait aucu- 
nement altéré, ce qni est contraire à l'hypothèse où nous 
sommes que tous les points matériels forment un système. 

Le caractère algébrique d'un système dynamique est donc 
qu'il y ait pour chaque point au moins une équation de la 
Torme 

équation oii F reprt^entc une des forces destinées a i-ealiser 
la dépendance, et x,y, z,x', y',.... les coordonnées desdî- 
veis points. 

Ainsi, un système dynamique de n points matériels im- 
plique au moins n équations de la forme ci-dossus. Il peut 
d'ailleurs y avoir un nombre quelconque de ces équations, 
car chaque point pcnt t^lre soumis à autant de ces forces qu'il 
plaira de supposer. 

On peut ajouter que, pour que le système existe réelle- 
ment, it faut : 

1° Que chaque point ligure au moins une fois, par quel- 
qu'une de ses coordonnées, dans le groupe d'équations en 
question. — Car si un point restait à l'écart de ces relations, 
son mouvement pourrait varier ù l'infini sans qu'aucune de5L 
forces F fiît changée, et par suite sans que le mouvement 
d'ancun des autres points fût modiOé. .\iiisi, ce point ne 
ferait pas partie du système. 

2° Que les équations ne puissent pas être séparées en deu\ 
groupes tels que Ion points qui figurent dans l'an des groupes 
ne figurent pas dans l'autre. — Car alors les deux gi-oupcs 
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de points maiériels qui correspondeDt aux deux groupes 
d'équations formeraient réellemeal deux systèmes parfaite- 
ment distincts, puisque le mouvement des points matériels 
de l'un serait sans influence sur le mouvement des points 
matériels de l'autre. 

Toutes les forces analogues à la force F seront appelées 
par nous force» de Uaiiont ou force» intérieure», par op- 
position aux forces qui ne contribuent pas à la dépendance 
et que nous conUnuerons, à nommer, selon ce que nous 
avons déjà fait au chapitre IV, force» extérieure». Quant 
aux équations analogues à l'équation ci^dessus, nous les ap- 
pellerons équation» de fiaitoTU. 

Nous ferons cette remarque importante, que, dans un sys- 
tème dynamique libre, tous les mouvements sont possibles, 
c'est'ii-dire qu'au moyen de foices extérieures convenables 
on peut mouvoir simultanément tous les points suivant des 
directions absolument quelconques. Car chaque point est en 
rc'-alilé comme un point libre, sollicité par l'ensemble des 
forces extérieures et intérieures, qui' ont une seule résul- 
tante. Or, en combinant avec cette i-ésnltanle une nouvelle 
foi-ce extérieure convenable, on peut obtenir une nouvelle 
résultante précisément capable de produire le mouvement 
qu'on a en vue. 

Telle est sans contredit la manière la plus générale pos- 
sible de concevoir et de présenter les systèmes dynamiques. 
Alais, dans la réalité des choses esicrieures, une si grande 
généralisation est inutile. La nature, plus bornée dans ses 
moyens d'action que notre imagination, ou plutât plus in- 
géiiieusc fi les combiner pour en faire sortir une inflnie va- 
riété de résultats, n'offre que des systèmes dynamiques 
caractérisés par cette condition : 

Que toutes les forces intérieures agissent suivant les lignes 
droites qui joignent les points deux à deux , et ces forces 
soni deux à deux numériquement égales et opposées. C'est 
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là ce que , dans notre e!t.imen des lois de la nainre , ail 
premier livre, nous avons nommé la loi d'égalité entre l'ac- 
tion et la réaction. 

En outre, ces forces sont, la plnpiirt du temps, Fonction uni- 
quement de la distance entre les points matériels. Cette der- * 
nière condition souffrant quelques exceptions, par exemple 
pour les phénomènes calorifiques, où le temps intervient, 
nous nous bornerons à attribuer aux forces intérieures la 
propriété exprimée par la loi de réaction. Ainsi nous con- 
sidérerons dans nos calculs, en fait de systèmes dynami- 
ques, tous ceux où les forces intérieures sont deux h deux 
égales et opposées. — Les systèmes abstraits, hors de cette 
catégorie, seraient sans utilité puisqnlls seraient sans ap- 
plication possible. 

ISl. — Syslènes gévnélriqaM. Dans ccs systèmes 
la dépendance est réalisée au moyen de liens tels que ceux 
du chapitre IV. Ces liens sont en effet les seuls auxquels on 
puisse recourir pour concevoir l'existence d'un système qui 
n'est pas dynamique. Quelle que soit la manière dont les 
points matériels puissent être mis en relation, autrement 
que par des forces, la question se ramène en définitive h la 
liaison de deux points. 

Or on ne peut imaginer deux points liés entre eux que 
d'une des manières suivantes : 

1° Au moyen d'une tige rigide et invariable de longueur; 

2" Au moyen d'un fil parfaitement flexible, mais inexten- 
sible, aux extrémités duquel les deux points sont invariable- 
ment attaches. — Cette liaison revient à la première, car, 
tant que le fll est tendu, il se comporte comme une tige ri- 
gide, et, dès qu'il cesse de l'être, il cesse en même temps 
d'être une liaison ; 
. 3* Au moyen d'un fil parfaitement Hexibte, mais inexten- 
sible, le long duquel les points matériels pourront librement 
glisser, comme feraient des anneaux. — Pour qn'en pareil 
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cas le fil fasse liaisoii, il est iadispensable qu'il soit fixe par 

deux de ses points, ou invariablement attaché à deux points 

matériels : car, autrement, les mobiles glissant le long du 

fil s'en échapperaient, sans aucune résistance possible de 

celui-ci. 

Les liens considérés se rédairont donc au premier et au 
troisième, celui-ci satisfaisant d'ailleurs à la condition que 
nous venons d'énoncer. 

Nons n'avons pas à nous préoccuper des liens qui pour- 
raient s'allonger ou se raccourcir, tels, par exemple, que des 
ressorts. Car, de deux choses l'une : ou bien la l'ésistance 
qu'olTre le lieu à varier de longueur est une force cons- 
tante, et alors il n'y a plus, à proprement parler, de système, 
c«tte force constante n'éunt qu'une force motrice de plus, 
indépendante de la position des points matériels^ ou bien 
cette résistance varie d'une certaine façon avec la distance 
des points unis par le lien , et alors nous rentrons dans te 
cas des systèmes dynamiques, puisque le lien équivaut exac- 
tement à une force fonction des coordonnées des points. 

Avant de po&rsuivrc ces réflexions sur les systèmes géo- 
métriques, nous devons rappeler au lecteur celte circons- 
tance capitale , que , dans la nature , il n'y a pat de tyi- 
iintei géométriquei. Il en est des liaisons entre les points 
comme du mode d'assujellissement d'un point unique, étudié 
dans le précédent livre. Tous les liens sont matériels, et par 
conséquent toujours plus ou moins sujets à s'allonger et à se 
raccourcir. Aucune lige n'est complètement rigide, ni aucun 
fil parfaitement flexible. Là où l'on veut une résistance ab- 
solue, on trouve plus ou moins de facilité à céder, là oà 
l'on veut celle Ricililé complète, on trouve plus ou moins de 
résistance. Ainsi plusieurs corps matériels, unis entre eux 
par les moyens que la nature met k notre disposition , sont 
unis en réalité par des forces intérieures variables, qui font 
rentrer le système dans la catégorie des systèmes dyna- 
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miques. Pareillemeut , quand on envisage dans sa consti- 
lution iulérieure un de ces corps que nous nommons 
tolidet, et qui sont formés par uu assemblage de points 
matériels, on trouve que ces systèmes, en apparence géo- 
métriques, sont dynamiques en réalité, pour les mêmes 
motifs que des corps réunis entre eux. Car, dans un corps , 
si solide qu'il puisse paraître , les points matériels ne 
sont pas liés par des verges soi-disant rigides ou par tout 
autre mode semblable, mais ils sont tenus à distance par 
ces actions mystérieuses qu'on nomme moléculaires, et qai 
ne sont qu'un cas particulier des forces intérieures des sys- 
tèmes dynamiques. Ainsi partout ce sout ces derniers qui, 
dans la réalite, se substituent à ceux que nous appelons 
géométriques. Mais, quelque idéale que soit uotre concep- 
tion, nous n'en devons pas moins répéter ce qui a déjà été 
dit dans le oours de cet ouvrage, que ceruins systèmes 
naturels sont assez voisins de nos systèmes géométriques 
abstraits, pour qu'il y ait un immense avantage à traiter 
ces derniers , afin plus tard d'en faire des types d'assimila- 
tion à l'égard des systèmes effectifs. Cette restriction était 
nécessaire, pour que l'esprit ne se méprit pas sur la véri- 
table nature des objets que noos considérons ici. 

Le caractère algébrique d'un système géométrique, c'est 
qu'il y ait au moins une équation de la forme 

■' = /■(*.».>.»'.>'.••■•)! 

d étant une quantité constante qui, selon les cas, représente 
la longueur de la tige ou la longueur toule du fil prise entre 
les deux points qui lui sont attachés invariablement. 

Une seule elquatiou de cette nature sulSt pour qu'il y ait 
système, à la condition que tous les points y figurent à la 
fois par quelqu'une de leurs coordonnées. Car, cette condi- 
tion étant remplie, si la position de tous tes points, excepté 
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«l'un seul, vieDt à varier, la position de ce dernier devra va- 
rier aussi pour que l'équation ci-dessus continue à être sa- 
Usfaile. 

Au contraire , si quelque point ne figurait pas du tout 
dans l'équation , ce point ne ferait pas partie du système, 
puisque ses coordonnées seraient indépendantes des autres. 

Il est aisé de comprendre pourquoi une seule relation 
suffit à établir le système géométrique, tandisque, pour le 
système dynamique, il faut au moins autant d'équations ' 
qu'il y a de points. £n effet, si, dans le système dynamique, 
on Avait une seule relation 

F = f{:t,y,z,x',y'.....), 

et que tons les points, moins un, vinssent à varier de posi- 
tion, il ne SMsit pas nécessaire que l'autre point variai aussi 
pour que l'équation fùl touiours satisfaite ; mais, au con- 
traire, cet autre point ne changerait pas, et ce serait la 
valeur de la force F qui varieriiit en conséquence. 

11 peut y avoir entre les points matériels d'un syslèioe 
géométrique plusieurs équations de la Tonne de celle qu'on 
a posée plus baut , mais il ne saurait y en avoir un n(Hnbre 
supérieur à celui des coordonnées de tous les poiats. Car 
déjà un nombre égal sufllrail à déteruijoer d'une manière 
invariable la valeur de toutes les coordonnées, et, par suite, 
les points matériels seraient tous parfaitement fixes et inca- 
pables de prendre aucun mouvemeut. 

Comme dans les systèmes dynamiques, nous appellerons 
équations de liaisons les équations semblables à celle qu'on 
a vue , et forces inlérienres ou de liaisons , les forces équi- 
valentes ù chaque instant aux actions des liens sur les points 
maiérielfl. 

On peut dire que le caractère dislioctif des systèmes géo- 
métriques, c'est que tous les mouvements n'y sont pus simul- 
tanément possibles pour tons les points, cmnme dans les 
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systèmes dynamiques. Ainsi, l'oo ne pourrait les mouvoir de 
manière à faire varier la longueur des tiges ou des (ils. 
Toutes les forces motrices qu'on appliquerait aux points 
pour leur imprimer de tels mouvements n'auraient d'autre 
résultat qae de développer dans les liens une résistance indé- 
finiment croissante. C'est là une différence capitale entre les 
forces intérieures de pareils systèmes et celles des systèmes 
dynamiques. En effet, les variations des forces intérieures 
de ces derniers convspondent ù des variations dans les posi- 
tions des points, tandis que , dans les systèmes géométriques, 
ces positions peuvent rester les mêmes si les forces exté- 
rieures tendeol uniquement h imprimer des mouvements 
qui devraient faire varier la longueur des liens. 

Ainsi, en général, quelques-uns des points étant supposés 
prendre des mouvements tout à fait quelconques, if reste 
toujours autant de coordonnées inévitablement déterminées 
qu'il y a d'équations de liaisons dans le système. Si le nombre 
des équations est égal à celui des coordonnées moins une, 
toutes les aiiii-es se trouvent a priori fonction d'une seule, 
et c'est celle-là qui, variant uvec les forces motrices, impose 
aux autres des valeurs complètement déterminées. En d'au- 
11*66 tenues, le^ valeurs des coordonnées, en prenant x, par 
exemple, pour variable, deviennent : 

wh"^" mL._,„ 

l- = îW. (.. = ,„, 

et l'on voit que le point x, y, z, quelles qito soient les forces 
motrices qui le sollicitent, ne peut so mouvoir que suivant la 
courbe déterminée par les équations y^=f(x'), t^=i^(x'). — 
Dans ce cas, on dit que lo système est à liniton» com- 
plète», voulant dire par lu qu'une seule lùiison de plus ren- 
dr'ail tout mouvement impossible. — Si le nombre des équu- 
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lions esi égal ù celui des cooittonnûes moins deux , loulcs 
les cooi-doiiiiées peuvent se metti-e sous la forme : 



1 ■^' = ^{-'^.y) 

(/«) î = {[x, y) , (,«■) j y' = z (I, y) , 

Cl l'on voit <(ue le point x, y, z, quelles que soient les forces 
qui le sollictteut, ne peut se mouvoir que sur la suiface 
déterminée par l'équation z=,f(xj y). 

Nous avons dit, à propos des systèmes dynamiques, que 
tous ceux qu'offre rcellemenl la nature jouissent de cette 
propriélé remarquable, que toutes les forces intérieures y 
sont égales deux à deux et directement opposées. Nous 
allons voir maintenant que la conception idéale des systèmes 
géométriques entraine nécessairement la même propriété 
pour les forces équivalenles aux actions des liens absolus 
établis enirc leurs points. 

En effet, pour ce qui concerne en premier lieu deux points 
matériels liés aux extrémilés d'une lige ou d'un fil tendu 
invariable, nous savons, d'après le traisicme axiome du 
11* âO, que les efforts développés en cliaque point, par 
suite même de la liaison , sont égaux et opposés. Si nous 
considérons , en second lien , un nombre quelconque de 

points matériels. M, M', M" , M '*', dispersés le long 

d'un fil parfaitement tendu et d'une longueur totale in- 
variable entre les deux points extrêmes M et M '"' qui lui 
sont attachés, la démonstration se fera simplement de la 
manière suivante. Concevons, à un instant quelconque, que 
le point M", qui, ainsi que tous les points intermédiaires 
entre M et M'"', peut glisser le long du fll, concevons, dî»-je, 
que ce point cesse de glisser effectivemeiiL, tandis que le point 
M' garde sa liberté. Ce dernier se trouvera dès lors assigetti 
à demeurer sur la surface d'un ellipsoïde dont M et M" sont 
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l«s Toycrs. Toute Toi'ce extérieure, soUiciiant ]e mobile M', 
peut être décomposée en deux, l'une normale ii rdlipsoîde, 
laquelle a pour résultat de maintenir le fil tendu, l'autre tau- 
gente à celte surface, laquelle fait par conséquent glisser li- 
bi-emenl le point sur ta surface, c'est-à-dire le long du fil, 
saus développer aucune action intérieure. Quaut ù la force 
exténeure normale, nous avons vu au chapitre IV du livre 
precédeat, qu'elle fait naître deux forces intérieures égales, 
dirigées respectivement sui- 
^' IL' M" -- vant M'M et M'M". D'un 

'\.^^ autrecôté, nous savonsque 

>. l'eRbrtenM', dirigé suivant 

\ M'M, développe en M un 
À effort égal et opposé ; et de 
même que l'effort en M', 
dirigé suivant M'M", déve- 
loppe eu M" ai) effort égal et opposé. On poursuivrait le 
même raisonnement pour les autres points, et on arriverait 
ainsi à voir que la tension du fil a une valeur numérique 
constante sur toute sa longueur, et qu'entre deux points 
successifs M et M', M' et M", les efforts sont directement 
opposés. 



Pr*foallIoa prcailcre, 

123. — Deux groupes de forces équivalents et de sens 
contraires se font équilibre. 
La signification de cet énoncé est celle-ci : 
Supposons que deux groupes de forces soient tels que, 
successivement appliqués à un même système de points ma- 
tériels, ils lui communiquent le même mouvement; je dis 
que si ces deux groupes sont appliqués à la fois, mais en 
ayant soin de faire agir chaque foi-ce de l'un dans uu sens 
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diamélralement opposé à sa dîrecdon primitive, lee actions 
combioées de ces deux groupes s'anéantiront réciproque- 
ment, et que par suite il y aura équilibre. 

En effet , soit S et S' les deux groupes de Torces équiva- 
Eenis, et M un point quelconque du système matériel. . 

Désignons par F l'ensemble des forces quelconques. exté> 
rieures ou intérieures qui sollicitent le point M, avant l'in* 
troduciion du groupe S ou du groupe S'; par P les forces du 
groupe S qui sont directement appliquées à ce point, et par 
1 l'ensemble des efforts intérieurs qui se développent en ce 
ra£me point par suite de la présence du groupe S sur les 
divers pointe du système. Après l'application du groupe S, 
le point M se trouvera coinme im point libre sollicité par 
la résultante des forces F, P et 1. 

En U0U8 servant de notations analogues à l'égard du 
groupe S', on voit qu'après l'application de ce groupe le 
point M se trouvera sollicité par la résultante des forces 
F, P' et r. 

Puisque les deux groupes sont équivalents, il s'ensuit que 
la première résultante est égale à la seconde, et conséquem- 
ment que la résulunte de P et de I est égale à la résultante 
de P' et de I'. 

D'nn autre cdlé, deux groupes identiques à S', mais appli- 
qués en sens contraire l'un de l'autre, se feraient évidem- 
ment équilibre, car cela revient i appliquer sur chaque point 
des forces égales et directement opposées, lesquelles se dé- 
truisent réciproquement. Donc, puisque le groupOS', agissant 
en sens contraire, fait équilibre au même groupe, agissant 
dans le sens primitif, il s'ensuit que le point M', qui, sous 
l'influence de l'un d'eux, est sollicité par F, P' et 1', n'est 
plus sollicité que par F sous l'induenco des deux groupes S' 
combinés. Ainsi le groupe S', en sens contraire, donne lien 
eu M à deux forces — P' et — V qui détruisent les deux pre- 
mières P* et r, ou qui ont une résultante égale et directe* 
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meai oppoBée. Mais déjà la résultante de P'et de l' vUit égale 
à la résultante de P et de I : donc cette dernière est égale et 
directement opposée à la résultante de — P' et de — 1'. 

Cela posé, appliquons le groupe H et le groupe S' en sens 
contraire. Le point M se trouvera soflicilé par la force F, 
plus la réuiltaute de P et de I, plus celle de — P'et de — V : 
or ces deux résultantes, étant égales et directeiuentopposées, 
se détruisent. Le point M est donc sollicité seuieuieut par k', 
et par suite prend le mémo mouvement que si les deux 
groupes n'existaient pas. 

Cette démonstratioa convenant ù tous les poiuts, on voit 
que lesdeux groupes équivalents, agissant eu sens contraires, 
se font équilibre. 



CoHte'qnenee*. 

1° Si le système est primitivenieut en repos, il continuera 
à y demeurer sous les efforts des deux groupes équivalents 
et opposés. 

2° Dans un système dyuamique, l'équilibre de deux groupes 
ne peut avoir lieu qu'autant qu'ils fournisfteut, sur chaque 
point individuellement, des forces égales et opposées. En 
effet, les deux groupes en équilibre, pris co sens coolraîros, 
sont équivatenls, c'est-à-dire communiquent à tous les poiuts 
des mouvements identiques. Pr les forces intérieures, qui 
dépendent uniquement des positions des points, étant alors 
nécessairement les mêmes, quel que soit le groupe qui agit, 
il eu résulte que pour chaque point les forces extérieures 
sont aussi les mâmcs. Donc les deux groupes en équilibre 
fournissent sur chaque point des forces égales et opposées. 
— Au contraire, pour les systèmes géométriques, les forces 
intérieures ne dépendent pas des positions des points, mais 
de l'étut des forces extérieures qui les soUlcilciit. C'est pour- 
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quoi deux groupes de forces extérieures, dans un élut dïffié- 
rent, peuvent, en développant des Totales extérieures dîRé- 
renles aussi, se ti-ouvcr parratiement équivalents. 

3* Lorsque des forces se font équilibre sur un système géo- 
méli'ique, on peut ies augmenter ou les diminuer toutes à la 
fois, dans la même proportion, sans altérer l'équilibre : car 
doubler, tripler chaque force revient à superposer deux, 
trois groupes de forces, individuellement en équilibre, et dé- 
veloppant chacun des forces intérieures convenables au 
moyen desquelles cet équilibre a effectivement lieu. 

4* L'équilibre d'un groupe de forces sur un système géo- 
métrique ae dépend ni des masses des points ni de leur po- 
sition dans l'espace. Il ne dépend pas non plus du temps, 
pourvu que les forces extérieures varient toutes de la même 
manière avec le temps, en conservant leure rapports numé- 
riques et les mêmes directions. 

Pour un système dynamique ces propriétés ont évidem- 
ment lieu parce que les forces des groupes sont en équilibre 
sur chaque point isolément. 

5* Lorsque des forces se font équilibre sur un système, 
chacune d'elles, prise en sens contraire , est équivalente à 
l'ensemble de toutes les autres. Donc celie&^i ont une résul- 
tante unique, qui est égale et directement opposée à la pre- 
mière force. 

Cette propriété ne convient qu'aux systèmes géométriques: 
car, pour un système dynamique, nous venons de voir qu'un 
groupe de forces extérieures ne peut se trouver en équilibre 
qu'à la condition que sur chaque point individuellement 
l'équilibre a lieu. Donc une seule des forces du groupe 
ne peut être équivalente à toutes les autres prises en sens 
contraires. 
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Remarque». 



133. — Ce qui précède a pour principale udiitë de per- 
metlre, à volonlé, de ramener la recherche de l'équilibre à 
celle de l'équivalence, et réciproquement. 

Nous ne terminerons pas sans faire, au st^et des systèmes 
dynamiques, tine observation importante, qui nous montrera 
combien est incomplète la conception de l'équilibre, telle 
qu'elle est présentée dans les traités de italique, oii l'on 
se propose d'étudier cette circoRSlancc directement et sans 
la raitaclier aux considérations beaucoup plus générales du 
mouvement. En effet, imaginons un système dynamique sou- 
mis à des forces extérieures quelconques et actuellement en 
repos. Si ces forces viennent à être suppi-imées, les points 
matériels, en vertu des forces intérieures qui ne sont plus 
contre-balancées par les autres, prendront certains mouve- 
ments; d'où il ressort bien que le groupe des forces exté- 
rieures ne se trouvait pas en équilibre, puisqu'il n'était pas 
sans influence sur l'état de mouvement ou de repos du corps. 
Si le système était au contraire géométrique, les points res- 
teraient en repos après la suppression du groupe, puisque 
cette suppression fait disparaître du même coup toutes les 
forces intérieures, qui sont dues uniquement n la présence 
des forces extérieures. <J'est donc en défmissant l'équilibre 
d'après l'influence que les forces exercent sur le mouvement , 
ou le repos, qu'on peut décider que l'équilibre n'avait pas 
lieu dans le premier cas et existuit au contraire dans le se- 
cond. En statique, dès que les corps sont en repos, on les 
tient pour être en équilibre. La conséquence inévitable est 
de commettre une erreur sur le véritable état du groupe 
appliqué au système dynamique, ou de faire entrer en ligne 
de compte les forces intérieures de ce système comme forces 
extérieures, c'est-à-dire de supprimer la conception des sys- 
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tèmes dynamiques H de ne plus s'occuper que des systèmes 
grâmi'trrques : point de vue bien peu philosophique, puis- 
qu'en définitive les systèmes dynamiques soot les seuls qui 
e&istent dans la nature; point de vue d'ailleurs conalamment 
démenti par le langage scientifique lui-même, oii les mou 
de tyttème planétaire, par exemple, sont aflectés i l'en- 
aemble des astres qui gravitent autour de notre soleil en 
venu <)e forces intérieures égales deux à deas ei directe- 
ment opposées. 



PrcfOsItUa dcaslèMC. 



On appelle moment de la motte 
d'un point matériel par rapport à un plan, ou simplement 
moment, le produit de la masse de ce point par la perpen- 
diculaire abaissée sur le plan. — Récipt^uement, le plan se 
nomme plan du moment. — Si plusieurs points matériels, 
indépendanu on à l'état de système, sont dispersés d'une ma- 
nière quelconque dans l'espace, on nomme plan moyen det 
moment» ou simplement plan moyen uu plan tel que la 
somme des moments des points situés d'un cAté soit égale à 
la somme des moments des poinu situés de l'autre cdté. 
Cela posé, ta présente proposition consiste en ce que : 
Pour un groupe quelconque de points matériels , il y a 
. toujours une infinité de plans moyens. 

Car, si l'on mène un plan quelconque, et qu'on forme les 
produits rclalirs aux moments, les deux sommes, pour la 
droite et la gauche du plan, que je représente respectivement 
par l-mx et Xm,7, , seront généralement inégales, — sans 
quoi le plan serait immédiatement un plan moyen. — Mais 
si l'on mène un autre plan, parallèle au précédent, à la dis- 
tance d, les deux sommes analogues pour ce nouveau plan 
seront : 
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^ m {x + a) = ^mx -h (X 1 m ; 
lvi,^±^ — <x) = lm,x, —oc^m,. 

Ces sommes pourront toqjours être rendues égales en don- 
nant à » une valeur telle que : 

i mx + a 2 m i= 2 7n^x, — al m,; 

,, . Zm,x, — 2 ma: 



Cette niâme démonstration prouve qu'il y a une infinité 
de plans moyens, puisque le premier plan mené a une direc- 
tion tout » Tait arbitraire. 

Cfmte'quence». 

1° Aucun plan parallèle à un plan moyen ne saurait être 
lui-même un pian moyen : car, pour peu que le plan moyen 
avance ou recule parallèlement à lui-même, tes deuK sommes 
varient simultanément en sens contraires et par suite cessent 
d'être égales. 

3° Si toutes les masses sont égales, le plan moyen des 
moments est en même temps le plan moyen des distances, 
puisque l'égalité lmiv^=lm,x, se diauge en 2j^=Xi:,. 

3° Si toutes les masses sont à égale distance du plan il en 
résulte que Zm=^,, c'est-à-dire que la somme des masses 
situées d'un cAté est égale à la somme des masses situées de 
l'autre : en d'autres termes, le plan est un plan moyen des 
masses. 

A" S'il n'y a que deux masses, l'égalité 2nMî=î2»»,a', de- 
vient mx=m,x„ ou x,:x::m: m,. Donc les distances au 
plan sont en raison inverse dos masses correspondantes. 
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12d. — Tous les plans nioveos se coupent en no m^me 
point. 

Pour le démontrer, je viiis prouver que tout plan mené 
par le point d'iutersccLÏon de trois plans moyens est Ini- 
méme uu plan moyen. Comme aucun autre parallèle utr 
saurait l'être également, il en résultera bien que tous les 
plans moyens se coupent en un même point. 

Prenons donc trois plans moyens l'cctangulaires entre eu?c, 
et plaçons l'origine des coordonnées à l'intersection de ces 
trois pians. Je mène par cette origine un plan quelconque, 
et je dis que c'est encore là un plan moyen, c'est-à-dire que 
la somme des moments est la ni<^me de part et d'autre de ce 
plan, ou, si l'on préfère, que la somme algébrique de Ions 
les moments par l'apport à ce plan est nulle ( en comptant 
comme positives tontes les perpendiculaires silui-es d'un 
côté, et comme négatives toutes celles qui sont de l'autre ). 

En effet, la perpendiculaire menée d'un point quelconque 
m, dont les coordonnées sont x, y, z, sur ce plan, qui a 
pour équation A^ + bM + C9 = o, (E, «, 0, étant les coordon- 
nées du plan ), cette perpendiculaire, dis-je, est égale, d'après 

. ,. . , . , AjT+By + Cr 

ce qu on a vu en géométrie analvtique, a — — - :=- ; 

par conséquent, la somme algébrique de tous les moments 
aura la valeur suivante : 

hx + By + r,2 \ 

+ B2»Jy + Clmz) . 

Mais par hypothèse les plans coordonnés sunr des plans 
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moyens, c'est-à-dire que les sommes algébriques des mo- 
ments pris par rai^rt à ces plans sont nulles ; donc ^mx=o, 
lmy=o, 2»ir=o. 

Il en résulte que la somme ci-dessus est identiquement 
nulle, quels que soient d'ailleurs A, B, C, ou quelle que soit 
l'inclinaison du plan considéré. 

Le point de rencontre de tous les plans moyens a reçu le 
nom de centre de» moment». Ainsi le centre des moments 
est un point tel que tout plan mené par ce point est un plan 
moyen des moments. 

Ctm teqv en ce* . 

1' Le centre des moments de deux masses égales est au 
milieu de la ligne qui les joint : car tout plan qui passe par 
ce point satisfait évidemment à la condition que les deux 
perpendiculaires sont égales. De même le centre des mo- 
ments de deux masses inégales est sur cette ligne et la divise 
en raison inverse des masses. 

2" Si toutes les masses sont égales, le centre des moments 
est le centre des moyennes distances. 

3° Si tontes les masses sont égales et unirormément dis- 
tribuées suivant une figure géométrique régulière, comme 
un cercle, une sphère, un cube, etc, le centre des momenls 
coïncide avec le contre de figui-e. 

Bemiirqueii. 

Si les points matériels cliangent de positions relatives, 
comme ceMI a lieu dans un mouvement quelconque, te centre 
des moments cliange Ini-mème avec le temps. Mais il n'y en 
a pas moins à chaque instant, pour la figure actuelle affectée 
par les points, un certain centre des moments, dont la place 
est assignée par la condition que trois plans rei'Uingulaii'fs 
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qui s'y cuiipciit sont, a cet instant pi-écis, des plans moyens. 

Si l'on supposa que toutes les masses des points matériels 
considérés sont sollicitées par la pesanteur, les momenu des 
masses de ces points seront proportionnels aux momenu de 
leurs poids. Par conséquent tout plan moyen pour les mo- 
ments des masses sera aussi un plan moyen pour les mo- 
ments des poids, et le centre des moments des masses sera 
le centre des moments des poids. 

Celte circonstance a Tait donner de préférence an centre 
dont il s'agit le nom de centre de gravité, qui signifie centre 
des moments de la gravité ou centre des moments des poids. 

Bien entendu, ce centre n'en existerait pas moins si les 
masses n'étaient pas soumises à la pesanteur, ou si leurs 
poids n'étaient pas exactement proportionnels, comme cela 
aurait lieu ponr des corps situés en des régions suAlsamment 
éloignées dn globe. Seulement le terme de centre de gravité 
n'a plus alors d'autre signification que celle de centre liet 
momenla det mattes, qui est la propriété caract^risUque 
de sa position dans le système. 



PropMiUI*» qaalrtiMc. 

136. — La somme des masses d'un nombre quelconque 
de points matériels, multipliée par la distance du centre de 
gravité à un plan quelconque, — ou ce qu'on nomme le mo- 
ment du centre de gravité, — est égale à la somme des mo- 
ments de tous les points matériels par rapport ù ce même 
plan. . 

N. B. Par ce mot tomme, il fànt entendre nafUrellemeDI 
la somme algébrique. 

Soitdoncm, m', m".... les masses des points matériels, 
X, x', x". .. leurs distances à un plan quelconque, et \ la dis- 
tance du centre de gravité à ce m^meplan. Je dis qu'on aura : 
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llm=:^mx = mx + mV+ mV-«-.,., 

En efTet, menons par le centre de gravité un plan paral- 
lèle an précédent; S sera la distance entre lea deux. Les dis- 
tances des divers points par rapport à ce nouveau plan, qui 
est un plan moyen, seront * — ^, »' — ^, y— E, et l'on aura, 
d'après la proposition II*, 

i rtt (a: — E) = O , 

d'oft 

ce (lui est jusirmcnt ce qu'il s'agissait de prouver. 

1° Le centre de gravité, au lieu d'être défini un point par 
lequel tout plan mené' ett un plati moyen, peut être éga- 
lemenl défini m» point tel que ion moment par rapport à 
un plan quelconque ett égal à la somme dei momenti de 
tout le» points. — Cette propriété nous fouitiit même un 
nouveau moyen de déterminer le centre de gravité. Il suffira 
de mener trois plans quelconques, par exemple les trois 
plans rectangulaii-es de coordonnées, et de chercher ensuite 
le point qui satisfait à la condition qne la somme des masses 
multipliée successivement par chacune des trois coordonnées 
donne des produits rcspectivenient égaux à la somme des 
moments des points matériels par rapport à ces mêmes plans. 

3° Si' l'on cherche le centre de gravité de trois masses 
m, m', m,", il revient au même de chercher : 1° le centre de 
gravité n de deux d'entre elles, m et m'; 2° de chercher le 
centre de gravité de m" avec n, comme si en n étaient accu- 
mulées les deux masses m et m.'. Le point G ainsi déterminé 
sera le centre de gravité des trois masses données. Il snflit 
n. 
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pour cela de montrer que tout plan XX mené par ce pwol 
est un plan moyen. En effet, 
soit s, x\ x" et h les dis- 
lances à ce plan des p(rints 
m, tut , m" et n. On a par 
coustruction ( m+m' ) A= 
'''■ **■ m"x"; on a aussi , d'après 

la proposition ci-dessus, mx + m'x' = (m+m') A; donc 
m3e+m'x'=m!'»". 

y En généralisant la conséquence qui précède, on voit 
qu'on peut obtenir le centre de gravité d'un nombre quel- 
conque de points matériels en cherchant d'abord celui de 
deux d'entre eux, puis en combinant avec le troisième, puis 
avec le quatrième, et ainsi de suite ; le tout se luisant uni- 
quement par des constmctions linéaires. 
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HOCVEHENT GÉNÉRAL. 



Étant donné un lytième quekonque , ainti que Ir* força qui loUieiUM 
ta iiveri point* tnatérUlt, Irower U mouvimenl qvt prendroiU Iom tu 

ou rtclproquemenl : 

Étant connu It mouvemtni At* Aivert pomU matériel* d'un lytUnM 
«ver ici forttt qui It* nUieittnt. 



1S7. — Soil m, m'f m"...'... les masses l'especlive» d'un 
cwiaiD nombre de poÏDts matériels , consUtués ea système 
dynamique au moyen de forces iotérieures qui agissent sur 
chacun' d'eux. 

Représentons par P la résultante de toutes les forces 6\té- 
rienres qui sollicitent le point m, et par X, Y, Z les pro- 
jections de cette force P sur trois axes de coordonnées rec- 
tangulaires ; représentons également par 1 la résultante de 
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toutes les roit:«s iiiléi-ieiires , ducs à l'eut du système, qui 
sollicitent le même point, et pur L, M, N ses projections 
suivant les trois axes. Cette force I comprend aussi les forces 
équivalentes à la surface ou à la courbe sur laquelle le 
point matéiiel peut être assujetti à demeurer. 

On peut considérer le poiut m comme tibre et entièrement 
dégagé du système, pourvu qu'on adjoigne la force I à la 
force motrice P. En d'autres termes, le point m se comporte 
comme s'il était absolument seul, et qu'il fât sollicite par 
l'ensemble des forces P et I. 

Les équations générales du mouvement de ce point seront 
donc : 

a 
(J){ Y + M=m^, 

auxquelles.il faut joindre les U'oïs relations représenUlives 
de la vitesse, savoir : 

dx . du dz 

<" ' = Tr " = £• " = *• 

Si l'on fait usage de notations analogues pour le point 
m, on.aura autant d'équations de même forme ; 



(A'){ Y'-|-M' = T«'^, 
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,„„ , dx' , du', , d£ 

Cl » = *• "=■*• ■» = Si 

et ainsi de suite pour chacun des autres pointa du syatàme. 
Si le système est assigne, on connaîtra L, M, N en fonc- 
tion des coordonnées du système. En effet, la force I est 
exprimée par une certaine fonction des coordoonées, qui 
détermine son intensité. Elle pourrait être également fonc- 
tion du temps, puisque nous avons vu que certaines forces 
intérieures sont sujettes ;i varier. Quoi qu'il en soit , son 
intensité n'en sera pas^moins connue, si la nature du sys- 
tème est supposée donnée. Quant à sa direction, nous pou- 
vons la déduire de la manière suivante. Cette force I, 
qui représente l'eusemble des forces intérietires, est la 

i-ésultanle d'nn certain nombre de forces *', •', menées 

du point m aux autres points tn', m", entre lesquels 

l'action mutuelle s'exei-ce. La connaissance du système im- 
plique qu'on connaisse individuellement l'intensité de i", 

*", ; la direclion de chacune de ces forces partielles est 

d'ailleurs déterminée, puisqu'elle passe : pour la force »', par 
les deux points m et m'; pour la force *", par les deux points 
■m el m"; et ainsi de suite : ce qui revient à dire que la 
direction de i' est une fonction des coordonnées des deux 
points m et m'; la direction de fa force «", une fonction des 
coordonnées de m et m"; et ainsi de suite. Ces fonctions 
sont fort simples et connues eu géomëlrie : par exemple, le 
cosinus de l'angle que fait la force *" avec l'axe des x, est 

égal à ,, — —■■■- , ,^. • , ; 'c cosinus de son 

angle avec l'axe des y a le même dénominateur, et pour 
numérateur y — y', etc. En résumé, nous voyons que cha- 
cune des forces i, •", est connue en grandeur et en 

direction. J)onc aussi la résultante I estcoimne eu graiidciu- 
et en direction ; et en disant qu'elle est conHMe,\^ veux dire 
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qu'elle n'est ronctioii que de» quanlUés assignées à l'avaDce 
et des coordoDoées des points : ce qui, dans les équations 

(A), (A'), ci-dessus, n'introduit conséquemment 

aucune inconnue distincte de ces mêmes coordonnées. 

Or, les équalions fondamentales qu'on a établies pour 
chacun des points matériels suDlsent à déterminer le mou- 
vement, dès que les premiers membres sont assises. Donc, 
si l'on connaît les forces extérieures, comme on connaît 
uussi les forces iniérieures , ou du moins , comme elles ne 
renfenneut que les coordonnées, on voit que théoriquemenl 
on pouira toujours trouver la valeur de ces coordonnées ; 
ou réciproquement , ces coordonnées étant connues , on 
pourra déterminer les forces extérieures. En un mol, le 
mouvement se déduira des forces, et vice versa,- ce qui 
est précisément , en ce qui concerne les systèmes dyna- 
miques, la solution que nous nous proposions, envisagée 
dans sa plus grande généralité. 

128. —Qu'on le remarque bien, cette solution est pure- 
ment théorique, et destinée surtout à satisfaire les exigences 
philosophiques de l'esprit. Car, dans la pratique, des difli- 
cullés presque toujoui-s insurmontables viendront s'opposer 
à ce que la méthode précédente fournisse des résultats effec- 
tifs. On pressent immédiatement la nature des obstacles 
contre lesquels on aura à 'lutter. Ainsi le nombre, souvent 
Irès-graud et même immense , des points matériels condui- 
rait à un système d'équations impossible à manier. En outre, 
la connaissance des forces intérieures est généralement en- 
travée par notre ignorance de la constitution physique des 
corps. C'est précisément pour se soustraire à ces difficultés 
d'application qu'on a été conduit, dans bien des cas, à 
l'emplacer les systèmes dynamiques par des systèmes géo- 
métriques beaucoup plus simples, qui eu fussent assez voi- 
sins pour qn'on pi'it en identifier les résultats. C'est ainsi, 
par exemple, qu'au lieu du cousidérer les corps que nous 
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nommons solides comme des systèmes dynamiques (qu'ils 
sont pouruint en réalité absolue), on les Imite comme des 
corps géométriques de Tonne invariable; on ne se préoccupe 
pas des mouvements individuels de leurs particules, et ou 
leur applique les procédés d'étude, beaucoup plus simples, 
qui conviennent à cette classe particulière de systèmes géo- 
métriques. Mais, bien que, dans la pluralité des cas, l'étude 
directe des systèmes dynamiques soit, comme nous le disons, 
inabordable, et qu'on tourne la difflcuilé par des assimila- 
tions plus ou moins approximatives, il convient d'autant 
mieuK de présenter la solution théorique du problème, que, 
outre la satisfaction philosophique qu'en l'cçoit l'esprit , on 
peut, au moyen de ces mêmes équations générales, mettre 
en évidence certaines propriétés qui appartiennent d'une 
manière absolue à ces systèmes dynamiques, et qui ne sont 
pas le résultat des investii^ations indireries dont nous par- 
lons. Aussi, dans la suite de ce travail, continuerons- nous 
à nous occuper des systèmes dynamiques, comme si les im- 
possibilités de solution pratique n'existaient pas , sauf à 
montrer plus tard, dans des chapitres spéciaux, les résultats 
qu'on est tenu d'emprunter aux assimilations géométriques. 
Quant aux conséquences qui découlent des équations 
générales établies ci-dessus, nous en renverrons l'examen 
après les systèmes géométriques, afin de pouvoir rapprocher 
eutre eux les résultats des deux natures de systèmes. 



139. — Soit, comme précédemment, m, tA', m",. ...un cer- 
tain nombi-e de points, constitués en système géométrique par 
des liaisons du genre de celles que nous avons énumérécs 
au n° 121. Soit de même P la rosiittiuHe des forces exté- 
rieures, et 1 la l'ésullanle des forces de liaisons qui sollicitent 
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le point m, celle force 1 coniinuaat à repréHentcr non-seu- 
leioeut les actions de» lîeos établis entre les pointe, mais 
aussi celles qui pourraient provenir de rassiôettîssemeni à 
demeurer sar une courbe ou sar une surface donnée. 

On peut toujours considérer le point m comme entière- 
ment libre et dégagé du système, pourvu qu'on adljoigae la 
force I à la force P. Si X, Y, Z et L, M, N sont respec- 
livemcnt l«s projections de ces deux forces sur les trois 
axes, les équations générales du mouvement du point m* 
seront: 






i)e même les équations du point m' seront : 



(B) „=^, «_^, «,=.-5, 



et ainsi de suite pour chacun des points matériels du sys- 
tème. 
Je remarquerai immédial^ncnt que les forces intérieures 
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L, M, N, L', soDt des quantités connues , si la consU- 

lulioii du système est déterminée ; ou plutAt que le nombre 
d'inconnues distinctes qu'elle» représenleot est égal au nom- 
bre d'équations de liaisons du système. 

En effet, supposons que la force I, par exemple, provienne 
d'une double liaison du point m, savoir : son attache inya- 
riable à une tige ri^de qui l'unit au point m', et son ^is- 
scment le long d'un fil lié au point m". Soit f et *" les 
deux forces qui dérivent de ces deux liaisons, forces qui ne 
sont pas assiguées a priori en fonction des coordonnées, 
comme dans le cas des systèmes dynamiques , mais qui se 
développent spontanément en raison des forces extérieures 
appliquées aux divers points. Dans le cas présent, les inten> 
sites seules de ces forces t' et i" sont inconnues, car, pour 
leurs directions, elles oe sont autres que celles des lignes 
qui joignent le point m aux points m' et m"; or, les cosinus 
de* angles de ces lignes sont des fonctions connues des coor- 
données, de la forme 



expression qui désigne le cosinus de l'angle formé par la 
force f avec l'axe des /t. Ce sont les mêmes formules qu'on 
a déjà vues au n* 127; par conséquent, ce» directions nln- 
troduisent pas d'autres inconnues que les coordonnées elles- 
mêmes. Ainsi les quantités L, M, N des équations (A) ne 
représentent pour le moment que deux inconnnes distinctes, 
les intensités de t" et >", lesquelles figurent de la manière 
suivante : 

L = t' " ~ " 



,, g — x" 
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-»r + (y- 


-y')'+(«- 


-«■)■ ' 




y- 
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-»T+(y- 


-y")'+(«- 


-^■).' 




î- 


-î' 




l/(:=- 


-»T + (j- 


-ï')'+(^ 


-'■)' 




2- 


■z" 





Si doDc on conçoit que ces trois quaolilés L, M, N soient 
remplacces par leurs valeui's, on introduira dans les équa- 
tions (A) deux nouvelles incomiues distinctes, t" cl •", Tous 
les autres points du système qui participent à ces deux 
mêmes liaisons , c'est-à-dire tous les points qui sont dis- 
persés , soit le long de ta tige rigide , soit le long du fil , 
introduiront les deux mêmes inconnues t" et *", sans comp- 
ter, bien entendu , celles qui correspondent à leurs liai- 
sons avec d'autres points, et que nous négligeons momen- 
lanémenl. J'ai dit que Ions les points qui participent aux 
deux premières liaisons introduiront les mémet incon- 
nues i' et t", parce qu'on sait que llntensilé de la tension 
sur toute l'étendue du lien estconsunte, et que toutes tes 
directions sont, comme les précédentes , fonction des coor- 
données. Cela posé , si la substitution dont nous parlons est 
fïiite dans toutes les équations (A), (A'),.... on pourra éli- 
miner i" et t" entre ces équations, ce qui en réduira le 
nombre de deux, bien qu'il y ait encore toute» les coordon- 
nées. Mais le fait des deux liaisons supposées implique entre 
ces mêmes coordonnées deux équations apriori ayant pour 
objet (l'exprimer que la longueur totale de la tige et celle 
du m sont invariables, et égales respectivement à une cer- 
taine qnantité donnée. Ces deux éqiialious, réunies à celles 
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qui proviennent de l'élimination de »" et de •", reproduisent 
te même nombi-e d'équations qu'on avait tout d'abord. 

Ainsi chaque liaison introduit dans les équations du mou- 
vement une incojinue spéciale distincte, mais en même 
temps elle fournit une équation correspondante, qui finale- 
ment laisse toujours subsister le même nombre d'inconnues 
que si, dans les équations du mouvement, toutes les forces 
intérieures étaient directement assignées. 

Nous ne parlons pas des forces provenant de l'assujettis- 
sement à demeurer sur nne surface ou sur une courbe, 
puisqu'on a vu, dans le cliapitre IV du livre précexlent, qu'il 
n'en résulte aucune nouvelle inconnue distincte. 

En résumé, on volt qu'on est toujours en possession d'un 
nombre d'équations suffisant pour trouver les coordonnées 
de tous les pomts en fonction des forces extérieures, ou 
réciproquement pour trouver celles-ci en fonction du mou- 
vement connu des points. 

Les mêmes calculs d'élimination qui nous ont permis de 
ramener le iiombi-e des inconnues à celui des équations fon- 
damentales du mouvement nous fournissent en même temps 
le moyen, une fois le problème résolu, c'est-à-dite une fois 
les coordonuécs oL les forces extérieures connues, de déter- 
miner les valeurs »', t", des forces de tension des liens. 

Il suffira évideninicnt de substituei' à P et ix x, -/fZ leurs 
valeurs en fonction du temps dans les équations primi- 
tives (A). 

Telle est la méthode la plus générdie de résoudre théoiï- 
quement d'une manière complète les pi-oblèmes de mouve- 
ment relatifs aux systèmes géométriques. 
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Contéq^teneet généraleê. 

Suivanl ce qui a été annoncé à la fin du n* 138, nous allons 
examiner les diverseB conséquencps commune» ou spéciales 
aux deux natures de systèmes. 

THÉORÈMES SUR LA QUANTITÉ TOTALE DE MOUTEMCKT. 

130. — Considérons un certain nombre de points maté- 
riels, consUtués en système dynamique ou géoméirique. Nous 
avons vu qu'en représentant par P l'ensemble des forces 
extérieures qui sollicitent le point m, et par 1 l'ensemble 
des forces intérieures provenant, soit d'actions mutuelles 
entre les points, soit de liens géométriques*, soit enfin de 
l'assujettissement à demeurer sur une courbe ou sur une 
surfkce donnée, nous avons vu, dis-je, qu'on peut regarder 
le point m comme parfuitement libre et sollicité par l'en- 
semble des deux forces P et I. Les équations (A) de son 
mouvement sont, en nous servant des notations précédentes : 



(A) 






Nous remplaçons -r- par -t^ , et de même pour Ici auti-ps 
termes analogues, afin d'éviter de réécrire perpétuellement 
les équations i-elalives à la vitesse r=-T--, w^=^i "* = 37- 
Dans nos raisonnements, nous nous servirons indifférem- 
ment de-j- ou de -j-r- suivant la commodité du calcul. 
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Pour le point m', on a pareillement les équations (A') : 
X+L_«. -j^, 

(A') j r-|-M' = »B'^, 

/ fPz' 

Z' + N' = m' i^i- î 
\ aO 

et ainsi de suite, pour chacun des antres points du système. 

Faisons tout d'abord une remarque capitale. 

Les quantités L, M, N, L', M'...... qui y Dirent repré- 
sentent les sommes algébriques des composantes, suivant 

chuquc axe, des forces intérieures »', »", i'" , relatives à 

chaque point. Or, dans l'ensemble du système, ces forces 
intérieures, soit qu'elles proviennent d'actions mutuelles, 
soit qu'elles résultent de liaisons géomélriques, peuvent être 
groupées par couple de deux, égales et directement oppo- 
sées; par conséquent, leurs composantes suivant le même 
axe de coordonnées sont, deux à deux, égales et de sens 
coptraires. Les forces dues ft l'assujettissement à demeurer 
sur une courbe ou sur une surface douuée échappent seules à 
cette dualité. Pour chaque liaison de ce genre, il ne se 
développe qu'une scnle force sur l'unique point qui y est 
soumis, et les forces provenant des divers assujettisse- 
ments ne sont pas susceptibles d'être groupées par deux ; 
pour qu'il en fût ainsi, il faudrait une circonstance très- 
particulière, savoir : que les surfaces ou les courbes eussent, 
deu\ à deux, Icui'S normales parallèles, et qu'en outre elles 
fussent également pressées par les points matériels qui les 
parcourent respectivement. 11 reste donc établi que, dans 

l'ensemble des équations (A), (A') ci-dessus : 1" chaque 

quantité due à une action ou à un tien mutuel correspond à 
une autre quantité égale et de signe contraire, par rapport 
au même axe de coordonnées ; 3" que toutes les quantités 
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dues aux assujettissements manquent nécessairemeat de 
réciproques. 

Cela posé, ajoutons ensemble les premières équations de 
tous les groupes (A), (A') Les termes L,L' dispa- 
raîtront dans le total, puisqu'ils se composent de quantités 
égaies deux à deux et de signes contraires, si le système est 
supposé libre. — S'il est assujetti, il demeurera un terme 
représentant la somme des composantes, suivant l'axe des x, 
de toutes les Torces d'assujettissement. 

Restons dans l'hypotliésc du système libiv. L'équation to- 
tale sera donc, en continuant it désigner par la notation ^ 
la somme de toutes les quantités analogues : 

' w V '^^ 

1\ == Im -r-r . 

Faisons de même pour les secondes équations, et aussi de 
même poui- les troisièmes : on obtiendra deux autres relations 
de même forme; si bien que, finalement, on aura le groupe 
des trois équations ci-dessous : 

(s) ÏX=I»'?Î, ÎT = v„^, ll^y.m% 



On tire dcK), par une intégration simple : 

(1} lj^''\dt^lm{v,~v^), vjr''Yri(=i: m («,-»„), 

i / '7. <U = lm (m, — tr,,} ; 

ce qui nons montre que la somme des impulsions drs com- 
posantes des forces suivant chacn» des trois axes est égale 
à la somme des variations des quantités de mouvement de 
tous les points, projetées sur les mèmi-s axes. 
Or, on sait que la propriété qui a lieu pour cliacuo des 
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troi» axes, a lieu aussi pour une droite qnelcoHque ; en sorte 
que la relation ci-dessus s'énouce de la manière la plus g^ 
nérale eu disaut : 

Que suivant une direction quelconque, lu variation de la 
quantité totale de mouvement est égale à l'impulsion totale 
d<^ forces, quel que soit l'intervalle de temps conridéré. 

Ainsi, la quantité totale de mouvement qu'un système 
libre, dynamique ou géométrique, peut acquéiir suivant une 
direction quelconque, sous l'action des forces qui te sollici- 
tent, est tout à fait indépendante des coordonnées des points 
d'application de ces forces, aussi bien que des masses des 
points matériels sur lesquels elles agissent directement. 
Elle ne dépend pas non plus des liaisons de ce système, et 
est exactement la même que si les points étaient isolés les 
nns des autres, sans aucune solidarité entre eux. On voit 
aussi que les forces qui donnent, suivant la direction consi- 
dérée, des composantes égales e( de signes contraires sont 
absolument sans influence sur la qnanlité de mouveineni du 
système. 

' Si toutes les forces extérieures sont égales deux à deux et 
de sens opposés, ou s'il n'y a que des forces intérieures, 
les termes £X, ^Y, XZ sont séparément nuls, et les rela- 
tions (1) deviennent : 

(2] I mt> = constante , 1 mu =^ constante, Imtr^constante. 

Dans ce cas, la quautitc touile de mouvement suivant cha- 
cun des tixiis axes, ou plus généralemenl, snivani une di- 
rection quelconque, ne varie pas avec le temps. — Cette 
propriété est connue sous le nom de principe de ta cotuer- 
tationde la quantité totale de mouvement. 

Ainsi, tout sysicuic libre, quelles que soient d'ailleurs les 
actions intérieures ou les liens géométriques qui existent 
entre les points, conserve la même quantité de mouvement, 
suivant une direction quelconque, tant qu'aucune force 
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extérieure ne vient agir sur lui. Clinque poial matériel in- 
divlduelleineiit ne gnixle pas ta même viiesset mais à me- 
sure que celle de l'un d'eux varie d jds un ceriaiu sens, celle 
de quelque autre varie en sens conli'aii'e, en proportion in- 
verse des masses, de telle sorte qu'il y ait toujours une com- 
pensation parraite, et que la somme algébrique totale de- 
meure la même. Ces variations individuelles, constamment 
compensatrices, s'effectuent par l'inlerniédiairc des forces de 
liaisons, qui agissent comme forces accélératiices sur cer- 
taines parties du système et comme forces reUrdatrices sur 
d'autres. Si les liaisons du système viennent à être modi- 
fiées d'une manière quelconque, la quantité totale de mou- 
vement n'en sera pas altérée, parce que les actions inté- 
rieures coirespondant à ces changements de liaisons seront 
toujours égales deux à deux et contraires. D'après cela, le 
système étant, par exemple, rendu tout ù coup invariable de 
forme, au moyeu de liaisons convenables, cette quantité de 
monvement s^a encore la nicme dans le nouveau corps so- 
lide et dans l'ancien système. On peut dire aussi que des 
forces, capables de ramener le système au repos au bout 
d'un temps déterminé, fourniront toujours la même somme 
de composantes suivant une direction quelconque, quelle 
que soit l'époque du mouvement et ('('lal dn système. 

1.^3. — Cela nous montre que, dans tous les phénomènes 
mécaniques qui se produisent nu moyen de forces mutuelles, 
la quantité totale demouvemeutn'esl point altérée; de façon 
que si elle était nulle à l'origiue elle reste nulle parla suite. 
C'est ainsi, par exemple, que, dans le phénomène du boulet 
lancé hors du canon, on peut être assuré qu si le canon a 
toute facilité pour^tm recul, ta qunnlilé totale de mouve- 
meut de ce canon cl de sou boulet demeure exactement 
nulle, ou que l'un maVche en arrière comme l'autre en avant, 
eu raison inverse des masses respectives, pai-ce que le phé- 
nomène est ilil aux actions mutuelles développées par la 
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rombostion do In pmidrc, tcstiiicllcs »ohI, en vertu de )a loi 
do i-éaction, égales et opposées. Dans l'ensemble des inoii- 
vements planétaires, loiitos les forces se niduisent à des ac- 
tions réciproques entre les astres et le soleil et entre les 
astres eux-mêmes. La quantité totale de mouvement demeure 
donc invariable, parce qu'il n'y a d'ailleurs aucun point in- 
dividuellement assujetti à paicourir quelque courbe ou 
quelque surface fixe. Mais niions plus loin encore, et disons- 
nous que, dans cette partie de l'univers qu'il nous est donné 
de connaître, il n'y a en i-éalité qu'un vaste système dyna- 
mique, non-seulement , comme nous l'éiioticioiis luut à 
l'heure, au point de vue des actions générales qui s'exercent 
d'asirc à astre, mais aussi pour les objets tes plus minimes 
qui nous entourent. Chaque corps, chaque atome n'est 
qu'un détail de ce tout immense constitué en système dyna- 
mique, il n'y a pas d'action isolée ; chacune a sou contre- 
poids inévitable dans la nature. Les objets que nous faisons 
mouvoir à l'aide de supports qui nous semblent fixes cor- 
respondent à des quimtités de mouvement égales et con- 
traires qui s'absorbent dans ves supports, et qui souvent 
échappent à notre observation, soit à cause de leur grande 
masse relative, soit parce que leur fixité appai'eute élublit 
. leur solidarité dynamique avec une portion du globe où la 
vitesse communiquée en raison inverse des masses est né- 
cessairement inappréciable. Mais toujours, quoi que nous 
fassions, quoi qu'il arrive, soit dans l'étendue des espaces 
planétaires, soit dans le domaine de notre action directe, ce 
n'est, après tout, qu'un nombre plus ou moins grand de 
points matériels, conslitués en sysu'ïme dynamique, qui se 
meuvent en vertu d'actions intèrieureg , et jamais de forces 
extérieui'es. De sorte que la conservation de la quantité 
totale de mouvement, suivant toute direction, s'y réalise 
avec la plus rigoureuse exactitudf. 
C'est là certaii)em4-nt un spectacle bien fait pour fiapper 
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l'uttcnlioii d'un esprit philosophique, que cet univers, où le 
mouvement, eomme la oiatièic, ne se perd jamais ; où, 
comme elle, il se transforme iiicessammeni, disparaissant 
d'un cùLé pour l'cparattre de l'aiilre, et dont le total demeure 
invariable. 

Kous croyons inutile d'njouter que les prapriétés que 
nous venons de démontrer ne sont que l'expression, sous 
une autre Torme, de la loi Tondameniale de ré;)ctîun. Un 
s'aperçoit, en effet, que no» équatious le bornent à écrire 
algébriquement que , daus ta nature, toutes les forces sont 
deux 6 deux ^ales et directement opposées. 

THÉORÈMES SUR LK CKNTRE &E GRAVITÉ, 

133. — Beprenons le groupe d'équations {g) du n" 130 ; 

(,) 2X=2«^, 2ï = Img!, iZ-i?^- 

Considérons le centre de gravité d'un système quelcon- 
que, centre qui , ainsi que nous l'avons dit , varie h chaque 
instant de position, suivant le mouvement des points maté- 
riels. Les cooiïlonnccs Ç, r,, %, de ce centre perpétuel lemeut 
mobile sont constamment déterminées par la condition : 

ou, en appelant abrévialivement M la masse totale Im du 
système , 

(A) M£ = Imx , tir, =lmy , Mii = lmz. 

Si l'on difli-i'encie deux fois chacune de ces trois êqua- 






n-T-r. 
dt* 
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Pur suite, les ûqHaiions (g) devieniictit : 

(2) 2X = 1«J|. 2ï=M?,-, iZ^M^f. 

Or, si l'on prend un |>oint maléiid unique, dont la masse 
soit égale à M, c'esl-ii-dire qui nëcttssiic, pour se mouvoir, 
la mt^me forL-e que la masse M, cl si l'on applique à ce point 
une Torce unique, dont les composantes suivant les trois 
axes aient respeetivemcnt pour vulcurs numériques 2X, 
JSY, 2Z, ce point matériel ret'cvra un mouvement qui sera 
justement représculé par les équations (3) ci-dessus. De lu 
on déduit la conséquence suivante : 

Dans tout système de points matci'iels, unis entre cirx 
d'une manière quelconque, ou même absolument iudôpeii- 
dunis les uns des autres, le centre de gravité se meut comme 
un point matériel unique, dont la masse serait égale à la 
masse totale du système, et qui serait sollicité par une force 
dont les composantes, suivant les trois a\es, seraient res- 
pectivement égales aux sommes algébriques des compo- 
santes de toutes les forces cMérieures du système. 

On énonce aussi cette proposition en disant : 

Que le centre de gravité se meut comme si toutes les 
masses y étaient condensées en un point unique, et toutiis les 
forces extérieures transportées parallèlement à elles-mêmes, 

Il ne faut pas perdre de vue (|ue cette vérité est subor- 
donnée à l'exactitude des équations (jjr), lesquelles, comme 
on sait, ne subsistent qu'autant que le système est enlière- 
ment'libret ou qu'aucun point matériel u'cst assujetti à se 
mouvoir sur une courbe ou une surface donnée ; car , dans 
le cas contraire, la force d'assujettissement ne disparaît pas 

en ajoutant les équations (A), (A'), et elle subsiste dans 

les équations (<;). 

Mais, dans l'hypothèse de la liberté complète du système, 
on voK que toutes les forces intérieures sont absolument 
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sans iiifliieuce sur le mouvement du centre de gravité. Ce 
mouvement est indépendani aussi des points d'application 
des Toi'ces c^ttérieures. Il ne dépend que de la valeur des 
sommes algt'tbiiqiies des composantes , en sorte que les 
forces peuvent être distribuées d'une manière quelconque 
sur les divers points du système, quitter certains d'cnli'e 
eus pour lître rirportêcs sur d'autres, diminuer ou augincii- 
ler individuellement; pourvu que k'S sommes algébriques 
lolales restent les mêmes, le mouvement ne sera aucunement 
modifié. 

13â. — Cela nous montre que râ£j/rac/ton<^u point tna- 
te'riel ujiiquf, introduite au commencement de ce cours, est 
susceptible d'être réalisée a» point de vue mécanique. 
Je veu\ dire par là que, dans chacun des corps que nous 
voulons étudier, il y a toujours un point mathématique qui 
se meut d'après les lois abstraites du point matériel unique, 
sims qite la forme ou les dimensions du coi^ puissent 
influer sur son mouvement. C'est là ce que nous entendions, 
lorsque, dans les premiei-s numéros de cet ouvrage, nous 
parlions du mouvement envitage' en bloc , et sans tenir 
compte des mouvements individuels des diverses particules. 
Nous sommes impuissants à réaliser directement un point 
matériel de dimensions négligeables sur lequel nous fas- 
sions agir une force : car une parcelle de matière, si tenue 
qu'on la choisisse, est encore un corps fini, auquel les 
lois abstraites ne sont pas rigoureusement applicables; 
mais ces lois, dépourvues d'une portée concrète immédiate, 
en ont une iodireclement, dans chaque corps, pour le-poInt 
géométrique dont nous parlons : en sorte qu'il y a un grand 
intéi'èt à édifier d'abord celte théorie comme si nous devions 
l'adapter à des objets réels, puisqu'elle convient exactement, 
dans tous les <;as, à un certain point spécial de tous les 
corps possibles, solides, liquides, gazeux, et douc^ en géné- 
ral d'une constitution quelconque. Ces mêmes considéfutiuiis 
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melteol en lumière le degic de i-igueur qu'on doit atteindre 
en traitaat tin corps donné comme un vrai point matériel. Il 
ne suffirait pas, en effet, de savoir, « priori, que ce corps est 
plui ou moi/iê petit, pour en conclure I';ippro\imution pro- 
venant de celte fïiusgc assimilation -. car nous ne saurions 
alors nous i-eudre comple de Teri-eur doni seront entachées 
les conséquences. Bien iiVmpi'clierail de concevoir que le 
Tait de dimensions finies, si peiiteft, d'ailleurs, qu'on se plai- 
rait à les imaginer, cliange radicalement les résultau qui 
conviennent excluf^ivemenl à une pure abstraction. Au con- 
traire, après avoir démontré que, dans tout corps, il y a ton* 
jours un point qui satisfait absolument à l'assimilation, on en 
peut conclure avec certitude le degré d'approximation ap- 
porté par des dimensions quelconques. Les itajecioires des 
divei'ses particules ne dilTéreront plus évidemment tes unes 
des autres que d'après l'étendue de ces dimensions elles- 
mêmes : en sorte qu'on voit tout de saite que, pour une pai^ 
tie matérielle suffisamment petite, l'eireur commise devient 
véritablement négligeable. On peut dire aussi que tout corps, 
aussi grand qu'on voudra, pourra toujours sertir de potnf 
matériel, pourvn qu'on considère seulement dans ce corps 
le mouvement de sou ceutrc de gravité : peu importera, 
d'ailleurs, les endroits précis où seront directement appli- 
quées toutes les forces qui le sollicitent. 

135. — Les équations (3) ci-dessus font voir également 
que, dans tout système ou collection de points, pour lequel 
les forces exiérieures sont nulles ou donnent, suivant les 
axes, des composantes égales et de signes conU^ires, le 
mouvement du centre de gravité est rectiligne et uniforme. 
C'est ce qu'on nomme le principe de la c&ntervatioa du 
centre degravité. En effet, par suite de l'hypothèse £X=o, 
2I¥ =o, ^Z^o, les équations (3) fournissent : 

« T i«..ot. , -M j^ = consl. , H .: ~ consl. ; 

àt dt di 



Mi 
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vc qui nous apprciHl d'ubord que la vitesse lie ce ceulrc est 
constnnle. En ouIit, on déduit par une nouvelle intégration : 

(3) Ç = « + c, , r, = c'l + c',, Ç = c"( 4- c", , 

0, e,, «', .... étant six constantes. Or ces relatbns sodI évi- 
demment les équsUons d'une droite. 

Ce résultat donne lieu à des réflexions de même ordre 
qiK celle» que nous avons déjà fîiiies à l'occasion de la 
quantité totale de mouvement. Puisque, dans la nature, 
il n'y a ni point, ni courbe, ni surface réellement ixc, et 
que tout, en déflniUve, s'y résout en forces inlérieures égales 
et opposées deux ii deux, s'eserçant sur toutes les molcculcs 
de notre monde [danétaire, dont l'ensemble constitue un 
seul et vaste système dynamique, le centre de gravite géné- 
ral jonit d'un mouvement détciminé par les équations (3). 
Il est immtdvile ou se meut nuiformément en ligne droite, 
sans qu'aucune action locale, se développant sur un point 
ou sur un autre, puisse jamais l'en faire dévier. Nous igno- 
rons si les mêmes lois fondamentales qui régissent le sys~ 
tème planétaire gouvernent aussi le reste de l'univers. 
Mais ce qu'on peut affirmer, c'est que, dans le cas où notre 
système serait complètement indépendant des autres parties 
de la création, son centre de gravité, qui se confond sensi- 
blement avec le soleil, serait immobile ou se mouvi-ait uni- 
formément en ligne droite ; et dans le cas, au contraire, on 
la loi des actions réciproques se vérifierait entre toutes les 
parties du monde, le mouvement s<^aire ne serait plus uni- 
forme, mais ce résu lut conviendrait aloi-s au centre de gra- 
vité universel. Les observations astronomiques ayant cons- 
taté, depuis une soixantaine d'années, que le soleil, avec 
(ont son conégOf est emporté dans l'espace suivant une 
Ingecloiro et une vitesse encore inconnues, il est p<>nni8 de 
pcoser que le mouvement de noire centre de gravité Ucnl 
à caque nous faisons partie d'un système dynamique bcan- 
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cOBp plus gcnéral, comprenant l'casemble du nwnde, et 
dont le ceulre de gravité est sans doute immobile. Si frfus 
tard r;i&lrotioinie parvient à reconnatti'e que la translation 
du soleil n'est pas uaîforuie, ou pourra en conclure sAre- 
meui qu'il n'y a pas iudépendance entre nous et les autres 
astres ; et alors, la dépeaduace se trouvant aîB^ démontrée, 
il y aura une forte probabilité poui' que la loi de réaction 
soit pleinement obsenée. Mais ce ne sera jamais une certi- 
tude complète , car la dépendance pourrait être réalisée 
suivant tout autre mode que la parfaite réciprocité d'action. 
Rien n'empêcherait, par exemple, que noua fussions portés 
vers les autres asU'es, sans qu'ils fussent eux-mêmes portés 
vers nous, ou que l'une des deux actioos fût un certain mul- 
tiple de l'antre. 

Si nous euvisageuns un ordre de phénomènes moins vastes, 
nous pouvons faire également quelques réflexions înléres- 
sanies. La loi de réaction préside à tous nos efforts mécani- 
ques. Nons ne pouvons susciter, soit par le jeu de nos pro- 
pres oignes, soit par les agents qui nous obéissent, aucone 
force sur un corps, sans développer eu même temps une au- 
tre force égale et contraire s'exerçan t faulement snr quelque 
autre corps. Nous sommes condamnés à ne jamais déiriacer 
le centre de gravité de l'ensemble des objets matériels entre 
lesquels se produisent nos actions motrices. Aussi, dès que 
nous voulons mouvoir un corps quelconque, il est indispen- 
sable que nous en ayons un autre sur lequel s'appuie l'ef- 
fijri ccMitraire, et qui reçoive en quelque sorte le contre-conp 
du résultat que nous ctaercbons. En un mol, chacun de nos 
eSéu utiles correspond inévitablement à un effet inutile qui 
doit s'absoi'ber dans la masse des objets environanls. Il y a 
un double intérêt à ce que ces corps étrangers, qui, malgré 
nous, s'associent à tous nos phénomènes mécaniques, aient 
une masse aussi grande que possible. Car les nKHivements 
coutraires qu'ils recevront seront alors fort petits, ce qui les 
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bissera mieux à iiolre disposition : il sera néaic désirable 
à ce point de vue que ces corps ne bongeni pas d'une ma- 
nière appréciable, aAa de donner it nos opérations dans 
chaque lieu une base constante, qui souvent leur est absoln- 
ment nécessaire. De Ih ces supports ou point» d'appui, qui 
ne sont pas en réalité des objets fixes, — car il ne peut y 
eu avoir dans lu nature, — mais qui ont pour but, en nous 
reliant autant que possible avec le globe Ini-mèmc, d'ab- 
sorber les réactions dans une masse assez grande pour que 
le moRventent en devienne insensible : de sorte que les corps 
qu'on se propose effectivement de momoir se meuvent senis 
en apparence. Un autre motif, qui conduit également i adop- 
ter de telles di^ositlons, est tiré de cette circonstance que 
toutes les forces dont nous nous servons ne peuvent généra- 
lement agii' que le long d'un espace limité. Ainsi la poudre 
qui meut le boulet, ou la vapeur qui meut le piston, n'agis- 
sent que suivant la longueur du canon ou du cylindre. Il 
font donc tâcher que le mobile proAte de toute celte lon- 
gueor. Je m'explique : supposons que le canon soit aussi 
l^r et aussi libre que le boulet, il eu résultera que le recul 
sera égal à la projection, et que, parconséquent, le boulet se 
trouvera hors du canon lorsqu'il aura parcouru un espace 
absolu égal seulement à la moitié de la longueur de ce der- 
nier. Au contraire, si le canon ne recule pas sensiblement, 
le boulet ne s'en échappera qu'après en avoir suivi la lon- 
gueur entière. 11 aura donc profité de la force deux fois au- 
tant que dans la première hypothèse. Celte considération 
vient ainsi se joindre à la précédente pour faire établir, dans 
toutes nos opérations mécaniques, un certain nombre de 
points d'appui, qui reçoivent le nom de points fixes quand 
leur mouvement est inappréciable. On les retrouve dans tous 
nos phénomènes, depuis les plus simples jusqu'aux plus 
complexes. Dans l'acte de la marche, par exemple, les êtres 
animés, qui, abstraction faite des objets environnants, cons- 
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lilaeiit autant de systèmes dyuamiques, înipuissaDts à dépla- 
cei' leur cciiire de gravité, ne peuvent se trauspoiitir dans 
un sens quelconque que s'ils trouvent un point d'appui qui 
Iburnit ta réaction en sens contraire. Placés sur le sol, ils 
peuvent s'élever ou s'abaisser, parce que la résistance du 
plan fixe développe nécessairement une réaction verticale. 
S'ils peuvent aussi avancer ou reculer Itorizontaicment, c'est 
que le so) est susceptible de fournir une reaction horizon- 
talc ; cette réac^on a lien en effet, et elle est dne au frotle- 
ment que les aspérités dn plan font naître sous les pieds 
du moteur. Sur un sol sans frottement, parfaitement poli, 
la marche serait impossible. On sait combien elle devient 
déjà difllcile sur la glace ou un plancher ciré. Ce sont des 
fiiits de même ordre qui se produiseut dans le transport d'an 
convoi de chemin de fer. L'ensemble des rails et des véhi- 
cules constitue une machine dont les rails sont le point d'ap- 
pui. La réaction grâce à laquelle le convoi peut progresser, 
se développe à chaque instant au contact des roues de la loco- 
motive et des rails. La résistance au glissement est suffisante 
pour que le point de contact actuel des roues soit momenlané- 
nicnt fi\e et comme lié aux rails. Ce perpétuel appui joue le 
rdle du frottement sous les pieds de l'éire animé en marche. 
Ces réflesions sur le centre de gravité sont évidemment 
la seule manière générale d'envisager tes phénomènes mé- 
caràcjues de l'univers et de rendre compte de certaines con- 
ditions rondamenlales qui président ù leur accomplisse- 
ment. 

THÉOnKMES DES AIRES. 

136. — Reprenons encore les équations (A.), (A')... pour 
en déduire de nouvelles conséquences, communes aux deux 
soi'tes de systèmes. 

FonnoDS, uu moyeu des trois équations (A),les relalioniiGOU- 
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ccriiaiil les moments pt les uîrcs, que nous avons déjà elublies 
pour un seul point matériel au u' 89,etqui sont lessuivauies : 

r.-x, = ».(g!.-J,), 

Les premîei-s membres y i-eprésentenl, comme ou sait, le 
momeul de la projection de la force motrice totale sur 
cbaciiu des trois pluos coordonnés, et les sccouds membrei» 
désignent le pi'oduit de la masse par la projection sur les 
mêmes plans de l'aire cjue décrit le rayon vecteur mené de 
l'origine au mobile. 

Daus le caa qui nous occupe, la force moU'ice totale de 
cbaqne point est distinguée eu force extérieure, désignée par 
X, Y, Z, et en force intérieure ou de liaison, désignée par 
L, M, N. Tour donner aux relations ci-dessus la forme qui 
convient aux notations actuelles, il faut y remplacer la 
force totale unique par la double force exléiieure et iuié- 
rieuie. Par suite, les équations des momcuta, relatives un 
point m du système, deviendront : 



Y» — Xy + My — La: = m 



= ™fâ.- 



dfi 



,V 



((Px (Pz \ 

Zy _ ïî + Ny _ Mz = m (^ y - 5 2 ) 



Les premiers membres y mettent ainsi en évidence le 
double moment de la force extérieure et de la force inté- 
rieure, projetées sur chacun des plans coordonnés. 
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^blisBons les relaiions analogues pour ctipcun des autres 
poîiils du système. 

Cela posé, ajoutous ensemble les premières équations de 
tous ces groupes (a), (a').... Le premier membre de l'équa- 
tion résnltaute repri'seniera : 1" ta somme des momeuts de 
toutes les forces extérieures projetées sur le plan des ;ry/ 
S* la somme des moments de toutes les forces intérieures 
projetées de roéme. Ur, Je dis que cette deniière somme est 
nulle. Eu eiïet, les Torées intérieures, provenant séparément 
de cbaque liaison dynamique ou géométrique, sont deux i 
deux égales et de diifctious opposées. Donc elles se projet- 
teront deux à deux suivant une même li|;ne droite et avec des 
signes contraires. Par suite, la somme algébrique des deux 
moments coirespondants sera égale à zéro. Donc enfin la 
somme de tous les moments relatirs à l'universalité des Torcea 
intérieures du système se trouvera identiquement nulle. 

En conséquence , l'équation finale dont nous parlons, 
comme aussi les deux autres équations provenant de l'addi- 
tion des deuxièmes et des troisièmes équations de tous les 
groupes (a), (lO--- deviendront : 

x,v,-x„ = .»($,-$,), 






d'y 



ce qui nons montre que toutes les conséquences relatives 
au point matériel unique sont textuellement applicables k 
un système quelconque parfaitement libre, pourvu que, dans 
Ions les énoncés, /emom^n/, /'atr«, et en général, la quan- 
tité qui y ligure, soient remplacés par lu tomme de* ma- 
metiti, de» aire* et en génénil la tomme det quattlitét 
anahguet concernant les divers points matériels. 
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IS7. — Nois allons formuler les conséquences princi- 
pales. 

El) premier lieu , nous remarquerons que les forces inté- 
rieures n'inflnent nullement sur la somme des projections 
des aires décrites. Cette somme est exactement la même que 
si tous les points étaient indépendants les uns des autres. 
Ainsi lii somme des moments de tontes les forces extérieures 
projetées snr chacnu des trois plans coordonnés, on, re qui 
revient au même, projetées snr un plan quelconque, est 
égale il la somme des aires décrites, projetées sur le m^me 
plan, respectivement mullîpliées par les masses des mobiles. 

Une première intégration des équations (A) montre éga- 
lement que l'impulsion de la somme des moments de luutes 
les forces extérieures est égale , dans le mouvement projeté 
sur un plan quelconque, à la variation de la somme des mo- 
ments de toutes les quantités de mouvement. 

Si les forces extérieures sont deux à deux égales et de sens 
opposés, ou s'il n'y a pas de forics extérieures, les premiers 
membres des équations (*) sont nnls, ci, par suite, en dési- 
gnant par rf>., dk', tfX" les aires cicmeutaires décrites par le 
point m, suivant chacun des plans coordonnés, les rela- 
tions (A) deviennent 



Itn 



dxm. 



Un en déduit par une double intégration : 

(2) irai i= i A( , Im): = { A'( , ImW = i A"(. 

Nous ne faisons figurer qu'une seule conslanie dans cha- 
que éqnation, parce que nous supposons que les airos sont 
comptées ù partir de l'origine du temps. S'il en était autre- 
meni, et si les aires étaient évaluées depuis un moment quel- 
conque, il faudrait ajouter une deuxième constante dont la 
valeur S4<rait égale, pour chaque plan coordonné, à la somme 
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de» masses respeciiveiiient miillipliëes par \e& [HvjecUons 
des aires comprises entre les rayons vecteurs initiaux et 
ceux depuis lesquels les aires décrites sont comptées. 

Aiusi, pour un système dynamique ou géométrique, dont 
les forces extérieures sont nulles ou égales denx à deux et 
(^posées, la somme des projections des aires sur un plan 
quelconque, respectivement multipliées par les masses de* 
points matériels, augmente uniformément ou d'une manière 
proportionnelle au temps. C'est ce qu'on nomme le principe 
de la ûontertation de» airêt, ou, plus judicieusement, le 
principe de la proportio-nnalilé de» aire». 

Cette conséquence est susceptible d'être présentée sons 
une autre forme, en cherchant une signiflcalion diflërente 
aux seconds membres des relations (A). Dans te cas de 
forces extérieures nulles, on en déduit immédiatemenl, d'a- 
près les conudéinlions développées au n° 91 ; 






\T,y-t' 



An lieu de l^ire ressoi'tir,comme tout à l'heure, que la quan- 
tité entre parenthèses, des-premiers membres, représente 
ledoable delà projection de l'aire décrite, remarquons qu'elle 
peut se mettre sous la forme ux — vy, vx — wx, wy — uz, 
et qu'elle désigne alors, pour chacun des trois plans coor- 
donnés, le moment de la pi-ojection de la vitesse du mobile 
considéré. Il en résulte que, suivant chaque plan coordonné, 
ou en général suivant un plan quelconque, la somme des 
moments des qnantiiés de mouvement de tous les points 
matériels ue varie pas avec le temps. C'est là ce qu'on 
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iMMimo la coruerratùm du moment de la quantilé totale 
de mouvetnetit. 

On peut donner à ce principe une int^ipratation pins 
coacrète pout-étre, en imaginant des forces tattantaneet, 

— c'est-à-dire des forces asseï grandes ponr produire nne 
vitesse finie dans une durée négligeable, — telles que, si ou 
les appliquait soudainement à tons les points matériels dn 
système, elles les mmèneraient' ati i>epos. Soit ¥., F, G les 
composantes de la force totale qui sollicite le point m pen- 
dant l'acLioii du groupe de forces instantanées appliqué 
-au syst^e. Cette force E, F, G provient h la fois de la force 
instantanée directement appliquée à ce point m, et aussi 
des forces de liaisons qui se développent spontanément en cf> 
mftme point par suite de la présence de tontes les autres 
forces instantanées sur les différents points du système. 
Soit r la durée très-courte au bout de laquelle tous les points 
iont mmenés au repos : on aui'a, pour le plan des ;ry .- 

« (tiar — py) = / {F* — Ey) rf( = «rFrf( — y/ firfl; 

— z et y peuvent être mis hors du signe / parce que , pen- 
dant cette durée très-courte , la position du point m ne 
change pas sensiblement. — Désignons par E,, F,, G,, une 
valeur moyenne de cette force E, F, G, telle que 



E,T=/^Erf/, T,z = rFdt, G,r=r 



Gdt: 



il en résulte que l'équation ci-dessus peut ^irc mise sous la 
forme 

infttc — vy) =t(F,3; — E,y). 

Donc, si l'on suppose que la somme des moments des 
quauiités de mouvemcntest constante, on en conclura aussi : 
T£(P,jr — ^E,y] = const. ; ou bien ^(F,^ — E,y)=cconsl. 
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Or, la quantité entre parenthèses représente le moment db 
la force £, F, G, projetée sur le plan des xy. De pins, il IMt 
remarquer qu'en efTectuaut la somme on fait disparaître tout 
fx qui est dû aux actions instantanées intérieui^ : car elles 
sont nécessairement , deux h denx , égales et cooiraires , 
quelle que soit d'ailleurs leur intensité ; en sorte que, dans 
l'équaiion finale ci-dessus, £, F, G ne représentent plus qne 
tes compDsaDtes de la force instantanée extérieure. Cette re- 
lation, ainsi que les deux autres qu'on établirait (lareilte- 
ment, ûguifient donc que, sui¥ant chaque plan coordonné 
ou en général suivant un plan quelconque, la somme des 
moments du groupe de forces instautauées capable de ra- 
m^ier le systèine au i-epos possède la même valeur, quelle 
que soit l'époque du mouvement on on le fasse intervenir, 
H par snite quelles que soient les vitesses individuelles des 
divers points matériels. 

On pent encore présenler d'autres oonséqncnoes, en re- 
prenant noti'e remarque de tout à l'heure, savoir que les 
actions intérieures qu'on peut susciter soudainement entre 
les points niatc'ricls sont toujours égales deux à deux et op- 
posées. Il suit de ]ik que si, par des moyens quelconques, 
l'état des liaisons vittiil à être modifié, soit par suppression 
de certaines d'entre elles, soit par addition de quelques au- 
tres nonveltes, la conservation du momeut de la quantité 
totale de mouvement ne sera pas altérée, non plus que la 
conservation du moment du groupe de forces instanianées 
capable de ramener le système au repos. Si l'on conçoit par 
exemple que le système soit tout à coup rendu invariable 
de forme, au moyen de liaisons nouvelles convenables, le 
corps solide qu'on obtiendra aiusi sera ramené a» repos par 
un groupe instantané dont le moment sei-a le même que pré- 
cédemment 

1 38. — En résumé, nous voyons que les moments des quan- 
tités de mouvement et des It)ree3 sont l'objet de déductions 
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purallèles il celles gui oui dûjîi eu' établies ii la fin du 11° 13 1. 
Knlre les dcus séries d'idées il y a concordaflC(> parfaite. 
Ainsi uous avons ù reniarqiici', comme au n" 133, que, l'uni- 
vers constiuiant ua système dynamique, à aciions reei|M'o- 
ques, la proporlionnalilé de la somme des projecUons des 
aires, respectivcinenL multipliées par les masses de touB tes 
puinls maiêriels, s'y vciitte nécessairement. En n^ligexnt 
les infiniment petits de cet univci-s, et en envisageant en 
outre chaque astre de noli'e système solain; comme un point 
matériel unique, on peut dire que la somme des projeclions, 
sur un plan quelconque, des air^ décrites par le soleil, les 
planètes et leurs salellite-s, respectivement multipliées par 
k>s masses de ces astres, augmente unirormément avec le 
temps. Un voit aussi que la somme des aiomenls des quan- 
tités de mouvement de tous ces astres demeure constante à 
toute époque, qu'elle ne serait pas altérée si le système du 
monde était tout à coup solidirié, et qu'enfin le moment du 
groupe de forces inslanuinëes capable de le réduire au 
repos ne change jamais avec la portion et la vitesse des 
diverses parties. 

Les plus simples phénomènes qui s'accomplissent autour 
de nous montieut de pei'pétuelles applicalioos des théorè- 
mes précédents, et notamment du principe de la conserva- 
tion des aires. Les remarques relatives au mouvement des 
étivs animés sont présentées avec beaucoup de netteté dans 
la Mécanique ratioutielte de M. Dehiunay. Craignant d« 
lesafi'aiblir en y retouchant, nous nous bornons à les repro- 
duire ici testuellemcnt 1 

« Si nous supposons, dit ce géomètre, qu'un être animé 
u soil isolé au milieu de l'espace, qu'aucune force extérieure 
u ne lui soit appliquée, ei qu'il soit primitivement immobile, 
H non-seulement cet être animé ne pourra pas déplacer son 
u centre de gravité, mais encore il ne lui sera pas possible 
« de se donner un mouvement de rotation autour de ce 
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« point Eh effet, de quelque manière qu'il fasse jouer ses 
Il muscles, il ne peut développer que des foi-ces inlirieures } 
« l'iibsence de toute force extérieure entraîne donc comme 
« conséquence que la somme des aires décrites, en projec- 
« tioD sur un plan quelconque, pur les rayons vecteurs éma- 
u nés de ce point, conserve consiumment la même valeur 
u dans le même temps ; doue cette somrn^ d'aires doit restei' 
'< constamment uulle, puisqu'elle l'était pendant la première 
« durée, en vertu de l'hypothèse que nous faisons que l'être 
« animé était tout d'abord immobile. Ainsi, lorsqu'il fait 
« mouvoir certaines parties de son corps de telle maniàre 
« que la somme desairasqui leur correspondent, eu pro- 
« jection sur un certain plan, ait une valeur positive, il y a 
« nécessairement d'autres parties du corps qui se meuvent 
« en même temps dans un autre sens, de manière Ji fournir ■ 
« une somme d'aires négatives sur le même plan, afin que la 
" somme totale des aires relatives à toutes les parties du 
H corps soit égale à zéro. S'il s'agit d'un homme, par exem- 
<( pie, et qu'il tourne sa tête à droite, le reste de so» corps 
« tournera nécessairement vei-s la gauche; s'il porte une 
<c jambe en avant, comme pour marcher, le reste de son 
i< corps s'inclinera on sens contraire, c'est-à-dim que la tête 
« se portera ëf^lement en avant et le milieu du corps e» ar- 

« Lorsqu'un homme est debout sur le sol, et que, primili- 
« vement on repos dans cette position, il commence à mar- 
H cher devant lui, il fait passer son centre de gravité de 

« l'état de repos à l'état de mouvement Eu vertu du 

« tht^rème des aires, et conformément à ce que nous av<His 
<< dit il n'y a qu'un instant, en même U>mp3 qu'il avance une 
<< jambe , le milieu dn corps tend à reculer avec l'autre 
(' jambe; cette autre jambe reculerait en effet, si rien ne s'y 
« opposait, et le centre de gravité du corps tout entier n'a- 
« vancemit pas, La seconde jambe ne pouvant reruler ainsi 
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« qu'en glissant sur la sul-facc du sol, celte te»(lauc« au gli»< 
u scmenl développe nn fh>ttemeut qui s'y t^posc, au moins 

«jusqu'à une certaine limite 

« De même lorsqu'un danseur, s'appuyant sur le sol par 
•< la pointe d'UD seul pied, veut se douner un mouveraeni 
« de rotation autour de la verticale passant par son centre 
H de gravité, il ne peut pas produire ce mouvement par la 
1 seule action de ses forces musculaires, parce que ces for- 
■ ces éiani intérieures ne peuvent pas Taire que la somme 
« des aires décrites autour du centre de gravité, en projec- 
« tîon sur un plan faorizontal, passe d'une valeur nulle ù une 
« valeur différente de zéro. Mais si le danseur veut piroiiet- 
« ter vers la gauche, il donne il son corps un mouvement de 
« torsion, en vertu duquel la paitie supérieure tourne vers 
<< la gauche, tandis que la partie inrérieure tend à tourner 
« vei« ta droite ; ce dernier mouvement ne pouvant so Faire 
« que par un glissement des diverses parties du pied sur le 
« sol, il en résulte le développement d'une résistance au 
■' glissement en chacun des points de contact du pied sur le 
« sol, et ces résistances sont des foi-ces extérieures, pour 
<< lesquelles la somme des momenu, par rapport à la vertj- 
« cale menée par le centre de gravité, n'est pas nulle, de 
« sorte que, par suite de l'action de ces forces extérieures, 
x le corps du danseur peut prendre tm mouvement de rota- 
« tion autour de la verticale. — Lorsqu'il a tourné un peu 
a de celle manière, sans que son pied cesse de toucher le 
a sol, il le soulève brusquement pour fhire disparaître la 
« toreion qui en est résuliiie pour son corps, et en répétant 
u plusieurs fois de suite la même manœuvre, il parvient ù 
« se douner un mouvement de rotation assez rapide. Si le 
« danseur était sur un sol très-glissant, ou bien, s'il ne s'ap- 
« puyait sur le sol que par un seul point, il lui serait im- 
« possible de tourner sur lui-même, comme ooos venons de 
K le dire. '> 
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139. — IMaa iIm MaxlMMH ér» rnirm. Nous avons iin<; 
dernière conséquence ù déduire du théorème des aires : 
elle fcru l'objet dti prcsciil paragraphe. 

La viileur de la somme des projeclions des aires décrites 
pendant un certain temps n'est évidemment pas la même, 
quel que soit le plan de projection que l'on choisit. Cette 
somme doit varier au contraire avec la position de ce der- 
nier. Il y a donc indubitablement un certain plan pour le- 
quel cette somme est un maximum. C'est ce qu'il est d'iil- 
leurs Tacile de démontrer. 

Soient en effet dk, dk\ dX", les projections sur tes plans 
coordonnés d'une aire élémentaire dij coirespondant au 
monvement du point matériel tn. Appelons 4> un plan arbi- 
tniire Taisant avec les plans coordonnés certains angles s, 
6, y. La projection da de da sur ce plan, aura pour va- 
leur : 

= cosa(A + cm èd).' -i- rx» y dk" \ 



mci) = cos « . mX + C09 Ê . nik' + cos y . m>," . 
et Itttta = CM a . Itnk -i- cos S.^in>.'+ cas y . liiù." . 

Mais on sait, d'api-ès le n" 137, que : 

Irai. =\ M, Inù' ^ 7 A'( , 2 wû" = \ A"/. 
Donc : 

Imta = (A cos a + A' cos ê + .\" cosy) ', 1. 

Or, soit n un plan Taisant avec les plans coordonnes des 
angles dont les cosinus soient proportionnels à A, A', A"; la 
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quantité eiilie parenthèses i-eprésenteru le cosinus de l'angle 
des deux plans $ et FI, multiplié par une certaine cons- 
tante. C'esl-à-dii-e que 

Sn.w = Kcos(<I»,n)f. 

Cette valeur de Ima sera évidcmmenl un maximum 
quand cos (4>, II) sera lui-même un maximum, ou quand les 
deux plans se conrondront ensemble. En d'autres termes, le 
plan pour lequel la somme de projection des aires est maxi- 
ma est celui qui fait avec les plans coordonnés des angles 
dont les cosinus sont respectivement proportionnels à A, 
A', A", et par suite égaux à 

A A' A" 



VA* + A» + A'" ' 1/a» + A'» -H A"= • i/A'-+-A''H-A"' ' 

Ce plan est appelé plan du maximum de» aire». On peut 
dire aussi que c'est le plan du moment maximum de la quan- 
tité totale de mouvement ou le plan dn moment maximum du 
groupe de foreras înslantanées capable de réduire le système 
an repos. Nous remarquerons en passant que la somme des 
projections a la même valeur sur tous les plans qui font le 
même angle avec le plan II, et qu'elle est nulle sur tous les 
plans qui lui sont perpendiculaires. 

Le plan du maximum est aussi nomme plan invariable, 
parce que sa position ne change pas avec le temps. Celle 
dernière propriété est une coijst^quenec directe de la pro- 
portionnalité des aires au temps. Car, si à un instant quel- 
conque, la somme des prujectious est maxima , elle devni 
l'être toujours. 

La connaissance de la position du plan invariable s'ob- 
lieudra eu déterminant A, \',A". Or, ces quantités seront 
connues si à un moment quelconque on cunualt les vitesses 
et les positions des mobiles. En effet, on a : 
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Jl^î , ^ 



dt \dt dt I 

cp qui dclermine bien les trois qtiaiititcs A,A', A", si les 
coordoiinces et les vitesses sont cotitiiies à nn certain mo- 
ment. Quant à l'équation du plan invariable, elle s'en dé- 
duira aisément, et sera : 

K"x + K'y -»- Aî = y. 

Ou voit en int'me temps que la position du plan se déter- 
minera géométriquement par une coiistruotiou fort simple : 
car, si l'on porte sur les axes des z, des y et des x, qui sont 
respectivement perpendiculaires aux plans des x}/, des xx 
et des yz, auxquels correspondent les projections A, A' et 
A", si l'on porte, dis-je, des longueurs proportionnelles à ees 
quantités A, A' et A", la diagonale du parallélipipède ainsi 
construit sera peipendienlaire au plan du maximum. En eiTet, 
le plan perpendiculaire à la diagonale Tonne, avec les plans 
cooi'donnés, qui sont respectivement perpendiculaires aux 
cAtés du parallélipipèdc, des angles donl les cosinus sont 
«'■ganx à 

A A' A" 



V/A*-|-A"-|-A"' ' I-'a' H- A'' + A'" ■ KA' H- A'» -f- A"' " 

Pour l'ensemble du système planétaire, il existe donc un 
plan invariable, ou un plan pour lequel lu somme des aires 
pixijctf'i'S , respectivement multipliées par les masses de 
toutes les molécules matérielles, est un maximum. Le grand 
Laplace, qui le premier a fait resstîrtir la propriété du plan 
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tu variable Cl s'en est servi pour ûuiblir uu plan aslroiiomique 
immuable dans la suite des sïiicles, a déterminé sa posiitoa 
d'une manière inexacte, d'npiès laquelle on ne la l'Clfou- 
verait pas la mOmo à diverses époques, eu la calculant d'a- 
près les mêmes données. L'erreur commise a été celle-ci. 
D'une part, Laplace avait assimilé chaque planète à un point 
matériel unique, négligeant ainsi les inégalités de trajec- 
toires dues aux positions relatives des diverses molécules 
de la planète. L'assimilation serait pennise si la planète, en 
même lemps qu'elle se meut d'un mouvement général de 
trauslatiou, ne possédait pas un mouvement de rotation sur 
elle-même, qui change considérablement les aires décrites. 
D'antre part, Laplace avait négligé les aires analogues dues 
anx révolutions des satellites, ou pluldt il avait supposé leur 
masse réunie an ccnti-c de la plauèlc, sans tenir compte des 
différences de trajectoires. Ainsi les quantités dont s'est 
servi l'illustre géomètre pour assigner la position du plan 
invariable sont erronées doublement : 1° à cause des aii-es 
dues à la rotation des planètes et du soleil lui-même ; 2" à 
cause des aires dues à la révolution des satellites autour de 
leurs planètes respectives. 

THÉORËUK DES KOHCES VIVES. 

140. — Définition. On nomme force vive d'nn ensemblo 
quelconque de points matériels la somme des forces vivos de 
Ions les points, — Il est à remarquer que tons les termes 
de cette somme sont essentiellement positifs, puisque dans 
le- produit imVMa vitesse figure au carré. 

Cela pose, reprenons les équations (A), (A*),.... relatives 
aux. divers points d'un système dynamique ou géométrique. 

La combinaison des trois équations (A) qui concernent le 
seul point m permet, comme on sait, d'établir pour ce point 
la rclaliou des foi-ces vives, dans laquelle la foi-ce eu évi- 
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dvnue est la Torce mou-îec (olalc dn point m, c'est-ù-dii'e l'en- 
semble des furets eMéricHrc et iiilnrienre. Distinguons ces 
deux forces dans la relation ett question, de même qu'elles 
sont dietinguées dans les équations fondamentales (A). Cette 
relaUoii sera donc : 

Elle signifie que le travail élémentaire de la force exic- 
rieuro, pins le travail élémentaire de la force intérieure, 
est égal à la variation ëléménlaire de la force vive du mo- 
bile. On peut égalemi-nt la mettre sous la forme 

en représentant par dp et di les projections, sur la direction 
de la force P et de la force I, de l'espace élémentaire par- 
couru €U. Pour le point m', on aura une relation toute sem- 
blable, et de même |)onr chacun des autres points matérîcfs. 
Si nous ajoutons toutes ces équations entre elles, le se- 
cond membre de l'équation finale représentera la force vive 
totale du système ; quaut au premier membre, il désignera, 
d'une part lu somme des travaux des forces extérieures, et 
d'autre part la somme des travaux des forces intérieures = 
ce que nous écrirons ainsi, d'après les notations précédem- 
ment adoplées. 

(10 l?dp + lldi=ld{m\\ 

Actuellement, distinguons les deux natures de système : 
car, à l'iiivei-se des théorèmes déjà étudiés, les résultats ne 
seront plus ici les mêmes, selon qu'il s'agira d'un système 
géométrique ou d'un système dynamique. 

lâl. — Occupons-nous, en premier lieu, des systèmes 
géométriques. 

Je dis que le terme 11 di, dû à toutes les foix'cs iiiléricures, 
disparaît nécessairement de l'équation (L). 
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Pour ce qui est des Torces d'assiijeuisseineiit ou des forces 
proviinant de l'obligalîoa individuelle des poiols à demeui'ei- 
sur des courbes ou des surfaces dornires, cela esl évideut à 
priori, car on sait que les espaces élémentaires parcourus 
sont perpendiculaires à la direction de ces forces, et que 
par suite les travaux correspondants sont nuls. Quant aux 
forces de liaisons mutuelles, nous le démontrerons aisément. 
Soient en elTet deux points matériels M et M', unis par la 
lige lîgide ou le fil invariable MM'. Ces deux points, dans 
leur mouvemetit élémenlaîre, prennent des 
positions quelconques N et N', influlmwt 
rapprochées de leufs positions primitives, et 
telles d'ailleui-s que NN' égale MM'. — Les 
deux points N et N' ne sont pas générale- 
ment situés dans le même plan que M et M', 
en soite que le quadrilatère M N N' M' est 
ganche. — Pendatit ce mouvement, le i>oint 
M est soumis h une force de liaison 1 sui - 
vanl MM', et dirigée par exemple de M 
vers M' ; et rcciproquemenl, le point M' est 
ng- î*- soumis h une force égale et inverse , — I. 

Le travail de la force I pendant le déplacement élémentaire 
sera I x M N . cos (MN, MM'), et le travail de la force — 1 
sera — I X M'iV. cos (M'N', M M'). Je dis que la somme de 
ces deux travaux 

I i MN . cos {MN, MM') — M'.N', cos (M'N', MM") } 

est identiquement iiiillc. 

Tour le montrer, menons N'« égal et parallèle à MM', cl 
joignons Mn, N». Un sait quc 

MN.co8(MN, MH') = M«.cos(Hw, MH') + Nm. Cos{N(i. MM), 
parce que la projection, sur une droite quelconque MM', da 
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c(Vté MN qui Ternie le polygooe MnN est égale à la somme 
des projections des autres côtés Mn, Nn, de ce polygone. 

Op M« . cos (Mn, MM')= M'N' . cos (MTf'.MM') : donc, 
en siibsiiitiant dans la somme ci-dessus des deH\ li-avanx 
élémentaires, on trouve qu'elle se réduit à 

IX Nn. cos(Nii. MM'). 

Mais mN' et NN' sont égaux tous deux à MM' ; donc N« 
est l'élément d'une circonférence décrite du point N' comme 
centre, avec «N' pour rayon. Donc la projection de cet élé- 
ment sur le nyon n?i', ou, ce qui revient au même, sur la 
droite parallèle M M', est nulle , puisque cet étéuient est 
normal au rayon. 

Donc enfin la somme des deux travaux élémentaires dus 
à la liaison des deux points matériels est nulle. 

Si le lien, au lieu d'être une lige ou un fil invariublc, était 
un fil le long duquel les points pourraient glisser, on aiii- 
verait au même résultat. 

En eflct, supposons que les deux points 
iftl M GlM', par suite du glissement, ne gar- 
dent pas la intime distance pendant le 
mouvement, et soit N, et N' leurs posi- 
tions voisines ; K'N, étant, par exemple, 
plus grand que MM'. Joignons M/i, »N,. 
La somme dc^ deux travaux se réduira 
comme précédemment ù 

1 xnN,. cos(»iN,,MM'). 

quaiHilé qui M'est pas nulle, puisque N'Ni 

^''' "■ n'est pas égal à «N', et que par suite «N, 

n'est pas l'élément d'une circonférence. Prenons NN' égal 

à «N', et joignons Nw. Ou sait que ■ 

«N,.C0s(nN,.MM■}=^ll.c«8(N«,MU'}-^-N^,.cos(N^,,MM'). 
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Le pi-tmiicr trrmo <lii second mcmbi-c csi nul, comme on 
l'a vu pfêcédeminciit, eu soi'tc que tiiialemcrit la somme des 
deux ti-avauxae reduità ï . NN, cosnN'N, , Mais le cosinus 
d'un angle infiniment pelil est égal à l'unité. Si donc on re- 
présente par dt la variation élémentaire de distance des 
deux points, on voit que le truvail dà aux Torccs de la liaison 
est égal à 

Idl, 

qiiaiilité qui doit d'ail'eurs être affectée du »gne moine, 
puisque la force est snpposce dirigée en sens contraire de 
la variation de distance, et que, conséqnemment, si l'une est 
estimée positivement, l'nulre doit l'élre négativement. Eu 
sorle que la véritable valeur du travail élémentaire est 

expression dans laquelle la force el la longueur sont essen- 
ticUemeot positives. 

Si au lieu de s'éloigner les deux points se rapprochaient, 
le travail élémentaire serait 

+ \dl. 



Cela posé, considérons plusieurs points M, M', M", 

M^', dont les deux extrêmes sont invariablement liés à 
un fil, taudis que les autres glissent librement le long de ce 
fil. Le travail de tontes les forces intérieures, dirigées sui- 
vant les portions du fil comprises entre les points deux ù 
deux, sera égal h la tension du fil, qui est la même partout 
(it* 121), multipliée par la somme algébrique des rappro- 
chements et des éloignemcnts. Or, la totalité du fil gardant 
la même longueur, — ce qui fait que la somme des rappro- 
chements et des éloignements est égale à zéro, — il en ré- 
sulte que le travail élcmeulaire dO ik toutes les pailies de 
celte liaison est nnl à chaque instant. 
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Actuellement, si nous i-evenons au terme 1\ di de l'équa- 
tion (L) ci-dessus, on voit que les diverses culogorics de 
travaux dont se compose cette somme sont nulles séparé* 
meiil. Donc 'ce terme disparaît, et par suite l'équaiion des 
forces vives du système géométrique se réduit à 

(G) 2Pdp = rf2imV'; 

ce qui montre que dans nu système géométrique la variation 
élémentaire de force vive est égale à la somme des travaux 
élémcnlaii'es des foi'ces extérieures, et que par suite la va- 
riation de force vive, dans un temps donné, est égale au tra- 
vail des forces exléi'ieures pendant le mâme temps. Ce 
résultat a lieu quelles que soient les liaisons géométriques, 
et quels que soient aussi les assujettissements des diverses 
parties du système. On voit, d'après la même équation (G), 
que la variation de force vive d'un système est absolu- 
ment égale à celle qui se produirait si tons les points ma- 
tériels étaient entièrement libres et indépendants les uns 
des autres. 

Si les forces extérieures sont nulles, ou si, sans élre nul- 
les, elles satisfont à la condition qtte ta somme de leurs ira- 
vaux élémentaii-es est perpétuellement égale à zéro, la force 
vive totale du système demeure constante. Donc, si un sys- 
tème géométrique est, à uncertain moment, abandonné par 
les forces qui le sollicitaient, ce système continueia à mt 
mouvoir de telle façon que la force vive (otalc ne soit pas 
altérée. La vitesse individuelle des divers points pourra va- 
rier à l'infinî, mais ces variations se combineront de ma- 
nière à ce que 1-, mV garde la même valeur. C'est ce qu'on 
nomme le principe de la conservation de* forces river, 
tout à fait analogue à celui de la consenalion de la quantité 
de mouvement. 

Lorsque les forces extérieures ont, à uu certain moment, 
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des valeurs telles que la somme de leurs iravaux élémen- 
taires soit nulle, la variation correspondante de la force \i\o 
est elle-même un maximum ou un minimum. Héciproque- 
ment, si cette dernière condition a lieu, on est assuré qne 
les forces extérieures passent pm- des valeurs telles que la 
somme de leui's travaux est momcjtianémcnt nulle. 

Ifi3. — Remarque importante. Lorsqu'un système géo- 
mctrique est à liaisons complètes, c'est-à-dire constitué de 
telle soi-te qu'un seul mouvement y soit possible dans les 
deux sens, on a nécessairement alors, entre les « poinis 
matériels, 3n — 1 équations de liaisons, qui sont autant de 
relations entre les seules coordonnées. Pour que le [MVblème 
soit résolu, il suflit d'avoir une seule équation de plus entre 
ces mêmes coordonnées et les forces extérieures du sys- 
tème, car on dispose alors de 3» équation" pour exprimer les 
3» coordonnées en fonction des forces extérieures. Toutes 
les forces intérieures sont par cela même éliminées. Or, 
cette nouvelle équation est piécîsémcnt fournie par la rela- 
tion (G) des forces vives, que uous venons de trouver, et qui 
ne contient pas effeclivemeni les forces intérieures. — Cette 
équation des forces vives est celle à laquelle on arriverait 
infailliblement si, au moyen des 3n équations (A), (A'),.... 
et des 3n — 1 équations de liaisons, on éliminait toutes les 
quantités dues à la prt'sence des forces de liaisons. Nous 
avons ainsi ii notre disposition un pi-océdé immédiat pour 
trouver le résultai de cette élimination. — Cette remarque 
trouve une frc>quente application dans les mouvements des 
appai-eils spéciaux, connus sous le nom de machine*, à 
l'aide desquels l'activité humaine réalise les effets mécani- 
ques qu'elle a en vue. La plupart du temps ces appai'eils sont 
des systèmes qu'on peut très-approxiniativement regarder 
comme géométriques, et qui sont alors caractérisés par la 
condition d'être à liaisons complètes. Aussi, pour la déter- 
mination du mouvement, y fait-on un perpétuel usage de 
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l'équation des foi-res vives, de prér<>reiice ii tout autre mode 
analytique. 

(les machines sont i-^eliement des systèmes dynamiques, 
oit une muliitude de mouvements individuels se produisent. 
Mais tous ces mouvements, à l'exception du principal, qui 
estrehiî qu'on a en vue, sont à peu près négligeables, et 
l'on i-egai-de alorrt tous les points comme assemblés par des 
liens géométriques absolus. — C'est la môme assimilation 
qu'on fait loi-squ'on paHe de forées exle'rieiire» et de fofee* 
d'a*iHJetti*iement. Dans lo sens itgoureux des mots, il n'y 
a que des forces intérieures, pHis(|ue tout système, consi- 
déré en lui-même, n'est malgré nous qu'une partie inté- 
grante du système dynamique de l'univers. Chaque fois 
qu'on emploie de pareilles locutions, il faut sous-eotendre 
qu'on ne tient pas compte des corps environtianu, ni des 
réactions qui s'y produisent, ni du mouvement réel qu'y 
reçoivent les courbes on les surTaces censées fixes. Cesi 
donc parce qu'on néglige volontairement (a contrepartie de 
ces forces prétendues extérieures ou d'assujettissement, que 
la fraction de matière à laquelle on restreint les déductions 
peut être envisagée comme nu système dans lequel existe- 
raient des actions sans récipi'ocité. 

l/i3. — Considérons maintenant les systèmes dynami- 
ques. 

f/équaiion des forces vives est, comme on a vu, celle-ci : 

Le terme di'i aux forces intérieures ne disparaît plus, parce 
que la démonstration contenue dans le n" l&l n'est pas ap- 
plicable à ce genre de liaisons. Mais si l'on reprend ce qui 
a été dit à cette occasion, on voit que le travail élémentaire 
dA aux deux forces mutuelles qui s'exercent entre deux 
points quelconques est toujours représenté par Rrfr, R dé- 
signaat l'intensité de ces forces mutuelles, et dr la variation 
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de di&utuce des deitx poinu. Le &igiie + on le signe — doit 
d'ailleurs être adopté, suivant {jne la foitie agit dans le sens 
de la variation de distance ou en sens contraire. — I^a rela- 
tion des forces vives des stsièuics dynamiques sera donc : 

(H) irdp ± IRdr = Id kmy^ ; 

ce qui 010011% que la variation élcnientaîre de force vive est 
égale à la somme des travaux élémentaires des forces exté- 
rieures, plus ou moins la somme dos produits obtenus CH 
mullipliant chaque force mutuelle par l'éloignement ou le 
rapprocliement des deux points entre lesquels elle s'exerce. 
On peut dire aussi, en passante l'intégrale, que la variation 
de force vive, dans uu temps donné, est égale à la somme 
algébrique des travaux dus aux forces extérieures et aux 
forces intérieures. 

Il résulte de là que, s'il n'y a pas de forces exiérienrcs, la 
force vive varie seulement d'après le travail des forces inié- 
rienres, et, si la force vive demeure constante, c'est qu'à tout 
moment le travail des forces extérieures est égal et con- 
traire à celui des forces intérieures. 

Ces faits nous montrent une différence radicale nouvelle 
qui sépare les systèmes dynamiques d'avec les systèmes géo- 
métriques : dans les premiers, le travail des- furces inlé- 
rienres indue sur l'eut de la force vive, tandis que dans les 
derniers ce travail est toiyours nul. Pour qu'il fût nul aussi 
dans k's premiers, il faudrait, ou que les distanc(» des points 
deux à deux ne variassent paspendant le mouvement (ce qui 
revient à dire que le système se comportci'ait comme un coips 
solide), ou qtie, les forces mutuelles ayant la même intensité 
entre plusieurs points, la somme des éloigucments fût égale 
à la somme des rappt-ochements (ce qui reviendi-ait au cas 
géométrique de points matériels glissant le long d'un fil in- 
variable). 

Dans le système planétaire, toutes les forces se réduisent 
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à des actions miiiiidlis s'exei-çml deux à deux outre des 
points dont lu disluiico varie pcrp;.^tiiull(!inciit. Il un résultu 
que la furcc vive uugmenic ou diminue lotijoui-s, à l'invei'sc 
de ce (|iii se passe pour la qiiaiiiiiô de mouvement qui, 
oomme ou l'a vu, demeure constanle. 

Iftù. — Supposons que toutes les forces tant intérieui-es 
qu'extérieures d'un système soient Tonction des coordon- 
nées dej points d'application, et que la qtianiilc X (Kdx -f- 
Y</y+Zdz), où X,Y,Z désignent maintenant la force to- 
tale, soit la dirrércnliellc cxacù; d'une certaine fonction des 
coordonuées,/(x,y,2,T', y',....)i je veux dire par là qu'on 
ait ; 

Xilx + y dy + Zdz + \'<tx- -h Yfly- + .... = 

dx dy ' dz dx' ' dy ^ 

D'uprès celle bypoUièse, l'inl^ralc totale de iu quantité 
1 (X4£v+¥(/y + Z<'2)sera précisément égaie à cette fonc- 
tion fix,y, Xyx', y',....). 

L'équation des forces vives, iutégi-ée entre deux positions 
du système, donnera : 

Donc, toutes les fuis que le système passera par nnc posi- 
tion tellequc/'(a;, y, z,y, ....) prenne la même valeur en y 
■■eniplaçantar,y,7,2',.... par les coordoimés correspondant 
ik cette position spéciale, la variation de force vive depuis 
l'origine repassera aussi par la même valeur, ce qui revient 
à dii-c que lu force vive du système sera la même pour loules 
ces positions spéciales. 

Cette circonslAncc, où l(Xdx + Ydy + Zrfz) est uue dif 
féi-cniielle cxacie, se produit notamment quand les foi-ccs 
motrices sont dirigées vers des centres (Ixes et qu'elles sont 
fonction des distances de leurs points d'application à ces cen- 
ti'cs. Il en est de même quand les forces se réduisent à des 
I. «i 
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aclions mutuelles s'exerçant entre les points deux à deux 
et ronclioii des dislances de ces points. En eftel, s'il s'agit, 
par exemple, d'une action mutuelle entre les points m elm', 
on a ; 

Xdx -f- Ydy + Zdz + X'dx' + Y'dy' + Z'dt' = Kdt- ; 

et comme d'ailleurs 

il s'ensuit que R(/r, et aussi la somme de toutes les quan- 
tités analogues, est la différentielle exacte d'une foncUon 
des coordonnées. 

Nous concluons de là que dans un système dynamique, 
réduit h des forces intérieures Tonclion des distances, la 
foive vive passe par la m^me valeur toutes les fois que les 
distances des points redeviennent les mttmes. Lors donc 
que dans le mouvement de ce système les points s'écartent 
ou se l'approclienl, il y a gain ou perte de force vive, mais 
la valeur primitive se rétablit quand le système reprend la 
même forme, quel qu'ait été d'ailleurs son déplacement gé- 
néral dans l'espace. On voit ainsi que dans le système pla- 
nétaire, où toutes les actions semblent dépendre nniquc- 
ment des distances, ta force vive totale, qui varie incessam- 
ment, passe périodiquement par la même valeur, aux épo- 
ques OH les disinnces mutuelles des astres se retrouvent 
dans le même état qu'auparavant. On potiiTait nommer rc 
théorème principe de la périodicité de la force vire. 

Cette conséquence s'applique évidemment aux systèmes 
géométriques dont les forces extérieures satisfont à la con- 
dition ci-dessus, puisque, dans tous les cas, le travail des 
forces intérieures est égal h zéi-o. 

Un autre exemple très-simple de la périodicité de ta force 
vive est celui où un système quelconque, dont (es forces 
intérieures seraient géométriques ou fonction des distances, 
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serait sollicité exiérieui'eiRent par la seule force de la pe- 
santeur. La variation de force vive, entre deux plans hori- 
zontaux, serait PA, P étant le poids moteur, et h la distance 
lies deux plans. Toutes les fois que le point auquel estap- 
. pliqué le poids P repasserait par le même plan, par suite 
du mouvement général du système, ce dernier possèdei'uit 
la même force vive, et il en perdrait ou en gagnerait tou- 
jours la m^mc quantité en s'élevant ou s'abalssant d'un plan 
à l'autre. 

On peut ajouter, ainsi qu'un l'a déjà vu pour un point 
matériel unique, que la somme ^(%.dx+\ dy + Zdz')n'G^\. 
jamais une dilTcrenlicIIe exacte lorsque les mobiles éprou- 
vent des frottements ou la résistance d'un milieu. Nous ne 
reproduirons pas la démonstration, qui est identiquement 
celle du ii° SS. Nous nous bornerons à constater que dans 
ce cas la force vive du système ne redevient pas la même 
lorsque les mobiles reprennent leurs situations relatives. 
Mais il y a toujours diminution de force vive, si, — comme 
cela a lieu d'ailleurs invariablement, — la résistance du 
frottement ou du milieu s'exerce en sens contraire du mou- 
vement. 

THËORÈMK DE LA HOINDHl', ACTI0>. 

\.lis. — Ce théorème ne convient qu'au casoii 2(Xrf.c-f- 
ydtj -H Zdz) est la dilTércntielIc exacte d'une fonction des 
coordonnées. 11 consiste aloi-s dans lu propriété suivante : 

Entre deux positions quelconques du système, la somme 
des intégrales relatives à la quantité de mouvement de 
chaque point multipliée par l'élément de courbe parcouru 
est toujours un minimum ; ou bien sous une autre forme : 

La force vive consommée en un temps donne par l'en- 
semble du système pour parvenir d'une position à l'autre 
est toujours un min 
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Il s'agil doue de (>rouvcr que In variation 



H' 



y lis 



entre deux posîtious du système est rorcémeut nulte. 

La démonstration ne diffère pas de celle qui a été donnée' 
au n° 92. Il suffit d'interposer partout le signe 2 à la suite 
de la caracbîi'islique S. La variation d'une somme de quan- 
tités étant égale à la somme des variations de ces quantités, 
tontes les transformations de calcul du numéro précité s'ap- 
pliqueront ici sans difficulté. 

Nous ne nous y arrêterons pas davantage. 



É^alllbre de« forces qml Mlllclleal ■• «yslème 
HMlériel. 

1&6. — Nous n'avons pas à nous oceupel' des conditions 
d'éqnilibrc des Forces appliquées à un système dynamique, 
ou plutôt ces conditions sont immédiatement évidentes : 
elles consistent en ce que, sur chaque point séparément, la 
résultante des forces exiéricni'cs qui y sont directement ap- 
pliquées doit avoir une valeur égale à zéi-o. En effet, on 
voit bien que si la résulLtute n'cDit pas nulle en quelque 
point, ce point, lorsqu'on viendrait^ la supprimer, recevrait 
un ccriaîn mouvement en vertu de ses seules Torces inté- 
rieures; d'oti résulterait que les forces cxtcHeures n'éiaîent 
pas en équilibre, puisqu'elles n'étaient pas sans influence 
sur le mouvement du sysièmc. Ainsi les conditions d'équi- 
libre d'un système dynamique ne sont autres que celles d'an 
point matériel unique, répétées autant de fois qu'il y a de 
points matériels dans le système. 

Il n'en est pas de même des systèmes géométriques ; car 
la suppression des forces extérieures fait disparaître, par 
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coDire-coup, des Torccs de liaisons, d'où il suit que l'en- 
semble de ces Torces extc'rieures peut éirc en équilibre sans 
que leur résuluinlc en chaque point soit sëparément nulle. 
Pour n'en citer que le plus simple exemple, nous ferons re- 
marquer que deux forces égales et opposées, agissant sur 
deux points placés aux extrémités d'un lien rigide, sont en 
équilibre, bien que sur chaque point en particulier l'équi- 
libre n'existe pas. L'équilibre dans les systèmes géomélri' 
qiics pourrait assez bien être nommé équiUbre indirect, 
pour tïiire comprendre que les forces extérieures ne se con - 
tre-baluncent mutnellement que par l'intermédiaire de cer- 
taines liaisons. Ce que nous nous proposons de rediercher 
ici, c'est précisément les conditions de cet équilibre indi- 
rect, c'esl-à-dire les conditions auxquelles doit satisfaire un 
groupe de ferccs extérieures appliqué à un syslèmegéomé- 
trique, pour que ce groupe puisse (Xva introduit ou supprimé 
sans que l'état de mouvement ou de repos du système soit en 
rien modillc. 

1Ù7. — Cela pose, reprenons les équalious (A), (A'),. .. du 
mouvement du système, et exprimons que le groupe des 
forces extérieures peut disparalti'e des premiera membres, 
sans que les valeurs des. seconds membres soient changées. 

Il faut rcniarquci' que les forces inlérieni'cs L, M,N, L',.... 
se décomposent en deux catégories, savoir : 1° les réactions 
qui existent dans les liens par suite du mouvement du sys- 
tème, lequel est supposé s'effectuer de la même nianièi-c, 
avec OH sans les forces extérieures. C'est ainsi, par exem- 
ple, que dans un corps solide qni tourne sur lui-même, en 
vertti d'impulsions initiales et sans l'intervention actuelle de 
forces extérieures, il s'cxeixe entre les liens des divers points 
matériels certaines l'éaclions qui ont précisément pour ré- 
sultatde faire décrire à chaque point la courbe qu'il parcourt 
effectivement, et de l'empOcher de s'échapper en ligne droite 
avec une vitesse uniforme \ S" les réactions supplémenlairca 
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que suscite dans les mi^mes liens la présence du groupe ex- 
térieur en équilibre, ivuctions qui n'ont aucun elTet sur le 
itiouvemenl, et dont Je seul résultat l'St justemeul de déter- 
miner l'équilibre indirect du gionpe en question. 

C'est cette seconde catégorie de réuctions, invinciblement 
liées au groupe extérieur, naissant cl disparaissant avec lui, 
qui doit, avec ce groupe luï-mènic, être supprimée dans les 

équations (A), (A'), sans que les valeurs des seconds 

membres soient changées. — On retrouve ici la même ob- 
servaiion déjà présentée a» n° 106, à l'occasion de la résis- 
tance développée par une surface sous l'influence de forces 
qu'on applique à un mobile sans en modifier le mouve- 
ment. — 

Afin de ne pas multiplier les notations, nous désignerons 
par les mêmes lettres L,M,N, L' cette deuxième caté- 
gorie de réactions, en ayant bien soin de ne pas perdre de 

vue la vraie signiDcation actuelle de ces quantités. 
Les conditions d'équilibre des Toixes données s'expi-ime- 

ronl donc en posant : 

(E) X + L = o, ï + M = o, Z + N = o, 

(E*) X'-|-L'=o, 

e( ainsi de suite pour cliacnn des «points matériels. On ob- 
tient par là 3n équation entre les forces extérieures et les 
forces intérieures. 
On a vu, dans le n* 129, relatif au mouvement, que les 

quantités L,M,N représentaient autant d'inconnues 

distinctes qu'il y avait d'équations de liaisons entre les poînU 
du système, et que ces quantités L,H,H,..., pouvaient être 
remplacées parleurs valeurs en fonction desdites inconnues 
et desdites équations de liaisons. Si l'on effectue la substitu- 
tion, et qu'on élimine ensuite lesp inconnues distinctes cor- 
respondant aux p liaisons, on obtiendra Sri ~—p relalioas 
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t'iiti'Ë les forces extérieures et les fonctions des liaisons. Ce 
sont là les équations d'éqnilibi-e, exprimant les conditions 
auxquelles le groupe extérieur doit satisfnire pour être abso- 
lument sans influence sur le mouvement du système. C'est 
par la même élimination qu'au n" 129 on obtient les 3n-~p 
équations du mouvement, qui, réunies aux équations de liai- 
sons, permeltent de déterminer la position des points à un 
moment quelconque. On, pourrait du reste se dispenser des 
raisonnements qui précédent en recourant directement à ces 
in —p équations du mouvement. Puisque ces équations ne 
contiennent pas les forces intérieures, il suffit d'égaler les 
premiers membres à zéro pour avoir les conditions d'équi- 
libre. On retombe alors sur les relations déjà obtenues au 
moyen des équations (E), (E'),.... 

Reinarquei. 

i" D'après la manière même dont les Zn — p équations d e- 
quilibre sont déduites, il est évident qu'elles ne contiennent 
pas les masses des points matériels. .\\u%\ les conditions d'é- 
quilibre sont indépendantes des masses des points auxquels 
les forces sont appliquées. En sorte qu'on pourrait tout aussi 
bien étudier les conditions d'équilibre en substituant au sys- 
tème mattTiel une figure géométrique dont les sommets 
tiendraient lieu des points. D'où il suit que l'étude de l'équi- 
libre peut être ramenre à n'être qu'une pure alTaii-e de géo- 
métrie, après avoir, bien entendu, constaté les lois de la 
composition des forces en chaque point, lesquelles s'établis- 
sent exclusivement à l'aide de la mécanique. 

S" Les conditions d'équilibre ne dépendent à chaque ins- 
tant que de la forme du système, et nullement de la positioH 
ahtolue des points dans l'espace. Car les quantités qui figu- 
rent dans les équations de liaisons sont : on bien la distance 
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entit! deux pointa aiiachés ans oxlrëmités d'un lion inva- 
riable, ou bien lii somme des distances entre dos points, 
deii\ à deux, pouvant glisser le long d'un Al d'une dimension 
totale invariable. Doue les équations d'équilibre, qui ne cod- 
tieiiiieul que des transformations de ces fonctions, ne peuvent 
être influeucées que par des changements entre les distances 
des points malériels, chose tout à fait indépendante de la 
position absolue de ces derniers. 

Ces deux remarques confirment ce qui avait été énoncé 
au u° 50. 

Coniéqueneet. 

1* Si n est le nombre des points matériels, et p celui des 
équations de liaisons, les équations d'équilibn^ sont an 
nombre de 3n — p. Or, les composantes X, V, Z, X'.... sont 
au nombre de 3n, Donc il y en a autant d'arbitraii-es qu'il y 
a d'équations de liaisons. Ce qui signifie que, ce nombre p de 
composantes recevant des valeurs quelconques, on pourra 
toujours réaliser l'équilibre au moyen de valeurs convena- 
bles des in—p composantes qui restent à déterminer. Si, 
au contraire, on n'appliquait pas de forées extérieures à tous 
les points du système et qu'on ne disposât que d'un nombre 
de composantes inTérieur à 3» — p, on ne pourrait pas réa- 
liser l'équilibre, puisqu'on aurait moins de quantités à choi- 
sir que de relations Ji satisfaire. C'est ainsi, par exemple, 
que, si l'on avuit denx points matériels iuvariablemeut unis 
par nne tige rigide, il faudrait, pour réaliser l'équiiibi'e, 
pouvoir disposer de 6 — 1 ou 5 composantes, ce qui n'en lais- 
serait qu'une ai'bitraii-e. En efTcl, deux forces extérieures, 
appliquées ù mi pareil système, ne peuvent s'équilibrer que 
si elles sont égales, opposées et dirigées suivant la tige de 
liaison : il ne reste donc indéterminée que l'intensité com- 
mune des deux forces. 
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Eu gvnéi'al, le nombre des conditions dVquilibi-c aug- 
niûntc à mcsnrc que le nombre d'équaiioitj de liaisons dimi- 
nue, cl rice verta. 

2° Supposons qne le sysième se réduit>e à u» assemblage 
de forme invariable ou à ce qu'où nomme un solide géomé- 
trique. L'invariabilité sera obtenue : 1° en unissant U'ois 
points, suivant un triangle; S* en unissant chacun des autres 
points aux trois précédents. Si ce sysième est d'ailleurs pai^ 
ruitement libi-e dans l'espace, le nombre des liaisons sera 
3H-3(m — 3) ou 3m — 6. Le nombre des conditions d'équi- 
libre sera donc 3»— (3n — 6) ou sera égal àC. Or nous con- 
naissons déjà 6 équations qui conviennent à tous les sys- 
tèmes libres, et dans lesquelles les forces intérieures ne 
figurent pas ; ce sont les tixiis équations relatives aux quan* 
tilés totales de mouvemenr , et celles des moments (n" 130 
et 136). Comme les résultats de l'élimiiiatioii ne peuvent 
changer, quels que soient les procédés employés, les six 
équations en question donnent pivcisémcnt les six conditions 
d'équilibre, en égalant les premiers membres à zéro. 

3" Supposons que le système soit à liaisons complètes, ou 
qu'il y ait 3n — 1 équationsde liaisons, il n'y aura qu'une 
condition d'équilibre. 

Or, nous connaissons une équation qui ne contient pas 
les forces extérieures, c'est celle des forces vives. C'est donc 
là notre condition cherchée. 

L'équilibre sera alors exprimé par la relation 

Remarquons que, dans ce cas, on ne pourrait pas prendre 
nue des équations relatives aux moments ou aux quantités 
de mouvement, car le sysième, étant à liaisons complètes, 
n'est pas-libre, et par suite les forces intérieures ne dispa- 
raissent pas des équations précitées. 

W Quelque soit le nombre des liaisons, l'équation l(Xdx 
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4-Yrfy-t-Zdï) = o esl toujours satisfaite, puisque celle 
équation, ne contenant en aucun cas les forces intérioiii'es, 
fait nécessairement partie des conditions d'équilibre. )>onc, 
toutes les fois que des forces se font équilibre, la somme des 
travaux est nulle 6 chaque instant, ei par suite la force vive 
totale demeure la même. 

5° Toutes les fois que le système, dans sou mouvement 
quelconque, passe par une position telle que les forces exté- 
rieures, à cet instant précis, s'y font équilibre, le travail élé- 
mentaire est nul, et conséqnemmcnt aussi la variation élé- 
mentaire de la force vive. Donc la Torce vive totale passe par 
une valeur maxima ou minima. 

La réciproque n'est pas vraie, c'est-à-dire que, si la force 
vive est à un certain moment maxima ou miaima, on n'eu 
peut pas conclui'c qiie les forces extérieures passent par 
wne position d'équilibre : car ce qu'on çait seulement, c'est 
que le travail élémentaire est nul, et cette équation n'est 
sudlsaute pour impliquer l'équilibre que si le système est à 
liaisons complètes. 

Remarque. Les conditions d'e'quicaleiice de deux grou- 
pes de foi-ccs appliquées à un système ne -difTèrent pas de 
celles de l'équilibre, puisqu'il suffit d'exprimer qu'il y a 
équilibre sur le système entre les forces de l'un des groupes 
et celles de l'autre, prises en sens coutraii'c, conformément 
à rc que nous avons démontré au n" 132. On aura ainsi 
3n — p, conditions d'équivalence entre deux groupes. 



Antre retnarque. 

THÉORÈME DE d'aLEVBERT. 



Lorsque, dans l'élud*' du mouvement (n" 139), on prend 
les équations (A), (A') et qu'on élimine les forces inlé- 
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l'ieut-es, pour obtenir 3» — p équations eotro les forces inté- 
rieures et les coordonnées des seconds membres, on effectue 
idcQliqueniciit le même calcul que lorsque, dans l'étnde de 
l'équilibre (n" lA?}, on prend les équations (E), (E).... et 
qu'on élimine les forces inténeurcs, pour obtenir 3n — p 
relations qui expriment les conditions d'équilibre des forces 
extérieures. Si, dans ces dernières équations, on remplace 
X, Y, Z,X', respectivement par 



tPx „ d'y 

di' • (U* rfi' <Ù' 



ou aura des équations qui exprimeront qu'il y a équilibre, 
non plus entre les seules forces X, Y,.... mais entre ces mê- 
mes forces combinées avec d'autres, dout les composantes 

auraientponr valeurs — m jtîi— "»-j^ i^t qui seraient 

consequemment égales et contraires à celles que nous avons 
nommées (n" U6) forcée conterve'et, dans le cas du sys- 
tème eo mouvement. Or, ces relations d'équilibre sont actuel- 
lement identiques aux Zn~p équations de mouvement dé- 
duites des équations (A), (À').... : car il suffit, dans les cal- 
culs effectués sur ces dernières, de faire passer les quantités 
des seconds membres dans les premiers. D'où i! suit : 

1° Que les forces extérieures ou motrices d'im système 
géométrique font équilibre à des forces égales et directement 
opposées aux forces consen'ées de tous les points matériels. 

2° Que la recherche du mouvement dû aux forces exté- 
rieures peut être ramenée à celle de l'équilibre entre les 
forces extérieures et les forces conservées, et vice veria. 

On énonce quelquefois sous une autre forme l'équilibre 
entre les forces extérieures et les forces conservées. A cet 
effet, on nomme force perdue en chaque point une force qui, 
combinée avec la force conservée, a pour résultante la force 
extérieure. De telle sorte que, si ME est la force extérieure 
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Cl MC la force conservée, la force perdue sera rcpi-éseiilée 
par l'autre côté MP du parallélogramme MCEP. On voii par 
■^■E là que celte même force pci'due peut élrc 
conùdërée comme la résultanle de la force 
extéi-icui e ME el d'une force égale et 
contrait^ h la force consencc. Oi', nous 
avons dît tout h l'heure que les forces ex- 
trTicures et les forces consenées , prises 
en sens contraires, se foui équilibre sur le 
système. Il revient donc au même d'énon- 
cer que les forces perdues sont en équili- 
bre. C'est d'ailleurs évident de soi, puisque 
les forces perdues sontégales et opposées 
aux forces de liaisons : au moyen de celles-ci, les forces c\ié- 
rienres et conservées doivent se trouver en équilibre. 

Nous avons peine à nous rendre compte de l'importance 
excessive qu'on a attachée au théorème de d'Alembert. Si 
l'on n'y veut voir qu'une très-élégaiile iiilcipi'étalion concrète 
des équations du mouvement, nous sommes pleinement de 
cet avis. Mais on a dit de ce théorème qu'il était la base de la 
mécanique, en ce qu'il permettait de i-amener les questions 
de mouvement iV des questions de repos. Mais cette réduc- 
Uon n'est qu'apparente, puisque les vateui-s des coordonnées 
mobiles figurent de la mi^me manière, soit qu'on les laisse 
ostensiblement dans les seconds membres des équations 
(A), (\').... soit qu'on les dissimule sous la désignation de 
forces conservées. Nous ne voyons pas davantage en qnoi 
l'intelligence de la théorie du mouvement en est facilitée, 
puisque ce sont idenliquement les mêmes calculs, les mêmes 
raisonnements et les mêmes résultats, soit qu'on opèi'e >ur 
les équations (A), (A').... soit sur les équations (Ëj, (E'). .. 
il nous semble bien plus pliilosopliiqne de n'y voir qu'une 
interprétation des (k|ualions du mouvement. Car rien ne sa- 
ttsfiiil moins l'esprit que de vouloir, à priori et avant toute 
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considérât ion direclc de la mécanique, rameavr les pro- 
blèmes dynainifjncs à des prablcnios de slaliquc. On parait 
aÏDSÎ sacrifier les élcments concrets de la question à ud arti- 
fice analytique. 

Le théorème de d'Alembert n'est du reste qu'une applica- 
tion de la proposition très-générale démontrée au n' 123, et 
consistant en ce que deus groupes do forces équivalents et de 
sens contraires se Tont équilibre. En effet, les forces conser- 
vées dont nous parlions cî-dcssus sont évidemment équiva- 
lentes aux forces motrices, puisqu'elles produiraient le mou- 
vement qui a effectivement lieu. Donc, si on les prend en 
sens contraires, elles feront équilibre anx forces motrices. 



THÉORÈMK S<;R LA STABILITÉ ET L'INSTABILITË 
DB l'ÈQI'ILIBBB d'un SYSTÈME. 

1Ù9. — On se rappelle la distinction établie entre fe'qui- 
libre de» forcet d'un lytlème et i'e'qiiilibre de ce tyttème 
lui même. La pPL-mière expression signifie que les forces 
sont sans inlliience sur l'état du système, qui peut d'ailleurs 
(ili'c doué d'un mouvement quelconque; la seconde signifie 
f)U(t le système est en repos et que conséquemment les forces, 
qui y sont d'uillenrs en équilibre, le laissent parfaitement 
immobile. 

L'équilibre d'un système se présente avec deux caractères 
bien différcnls. On dit que l'équilibre est itabte si le sys- 
tème, étant très-peu écarté de sa position actuelle, tend à y 
revenir en vertu des fgrces qui lui sont appliquées; et on 
dit qu1l est instable si le système tend au contraire à s'en 
éloigner de plus en plus, jusqu'à ce que, scion la locution 
vulgaire, il se mette à chavirer. Va exemple de la stabilité 
nous est offert par un mobile M, placé sur une courbe AS, 
dont il occupe le point le plus bas, et sollicité uniquement 
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Fig. IS. 



par lu pesanteur, qui aciuellement est équilibrée par lu ré- 
gistaoce de la courbe. 11 est 
clair que, si ce mobile est 
très-peu écarté, à droite et 
à gauche, de sa position, la 
pesanteur, qui cesse aussi- 
tôt d'être équilibrée, puis- 
qu'elle n'est plus normale h 
la courbe, agit pour ramener 
le mobile vers sa position .»/ 
d'équilibre , autour de la- 
quelle il oscillera dès lors indérinimcnt. Pour peu qu'un 
certain frottement vienne chaque fois détruire ce mouve- 
ment , le mobile finira par s'arrêter dans sa position pri- 
mitive. L'instabilité aurait lieu au contraire si le mobile 
occupait le point le plus haut de la courbe A'S' : car, à la 
suite de tout écart, la pesanteur se mettrait à agir pour 
faire descendre le mobile, et, par suite, pour l'éloigner à 
chaque instant davantage de sa situation initiale. 

Le théorème que nous voulons démontrer est relatif aux 
foices qui satisfont à la condition que l{Xdx+Xdy+Zâz) 
soit la différentielle exacte d'une certaine fonction des coor- 
données, — ce qui est, avons-nous vu, le cas général des 
forces de la nature. — Dans une telle hypothèse, la variation 
de force vive d'un système, doué d'un mouvement quelcon- 
que, entre deux positions déterminées, est représenté par 
(f(«,,y,,2,,a;',,...) — (^(Xa,y^, z^,x\,...'). Lorsque te système 
passe par une position telle qu'à ce moment précis les forces 
extérieures s'y trouvent en équilibre, la fonclion <^{x,,gi,z,...') 
prend nécessairement une valeur maxima on minima, puis- 
que !e travail élémentaire des forces motrices, qu'elles 
satisfassent ou non à la condition ci-dessus de la dilféren- 
tielle exacte, est alors égale à zéro. Cela posé, le théorème 
annoncé est le suivant : 
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Si la fonction '^x„y^,^^,x\,,..') fst un maximum, la po- 
sition correspondante est une position d'équilibre itahlei 
c'esl-à-dii-e que si le système, au lit-u d'y passer avec une 
certaine vitesse qui l'entraîne au delfi, s'y trouvait d'abord 
eu repos, et qu'on l'en écartât très-peu, il tendrait inévita- 
blement à y revenir. 

Si au contraire cette fonction est un minimum, la position 
coirespondante est une position d'équilibre imtable. 

Supposons donc que la fonction pi-enne une valeur ma\i- 
ma. Soient x„, yg, Zg, x\... les coordonnées correspondant 
à la position d'équilibre. Imaginons qu'à partir de cette po- 
eiliou les mobiles i-cçoivent de très-petites vitesses, en vertu 
desquelles, au bout d'un certain temps /, ils occuperont de 
nouvelles positions dont les coordoiim^es x^, y,,z^,x\... dif- 
féreront fort peu des anciennes. Représentons par p, q, 
r, p'... ces Irès-légères différences, en sorte que jr,=ar|,H-/», 
ïi=yi)+ ît 2^(=^B + ''> it\=x\-i-p'... Je prétends que 
ces quantités p,q,r,p'... demeureront Ircs-peiiles quelle 
qtic soit lu longueur du temps qu'il plaii'a de considérer. 
D'où il résultera que les mobiles ne pourront que se mou- 
voir à droite et à gauche, dans de très-faibles limites, et fi- 
nalement reprendront leurs positions premières, pour pou 
que quelque résistance, telle que le frottement, vienne gra- 
duellement amortir le mouYcmenl. 

Kn effet, la variation de force vive, entre les deux positions 
susdites, sera 

limV\—i;mlll=<^(x„y„z,.3/ )-<^{x^,y^,z^,x'^ ) 

= çK + p, y,+ ?■■ -) — -îK- y». V--0 ■ 

Si l'on développe le premier terme du second nombre 
suivant les puissances ascendantes de p, q, r,... ou sait : 
1° que, d'après la propriété des maxima et des minima , la 
somme des termes dépendant des premières puissances sera 
nulle i 2» que la somme des termes do second degré pourrj, 
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dans le cas du maximum, se décomposer en autant de carrés, 
précédés du signe moins, qu'U y a dans \a runrtion de varia- 
bles indépendantes. Si donc ou désigne par II la somme de 
tous les termes relatirs au^ puissances supérieures à la se- 
conde, il viendra : 

2îmV;— 2imV; = -(A'+ B* + C' + ....) + Rî 

A', B% C... représentant les carrés susdits, qui dcvienueBl 
naturellement tous nuls en même temps que p, q, r,... et 
qui sont tous très-petits en même temps" que ces deroières 
(| nanti tés. 

Or, je dis que si les vitesses initiales V, ont été choisies 
suffisamment petites, aucun des carrés A', B'... ne pourra 
jamais être égal à S^mV,'. Car si, à un certain moment, le 
plus grand de tous, le carré A', par exemple, pouTail lui 
être égal, on aurait : 

2 ;mVj= — (B"-l-C» 4- ....) + R- 

Mais cette relation serait évidemment une absurdité : car 
si les vitesses V^ ont été prises suffisamment petites, les car- 
rés B*,C',... tous inférieurs àZ^mV^*, qui est une quantité 
très-petite, sont eux-mêmes fort petits, et, par suite, />, q, r, 
sont aussi petits qu'on le voudra. D'après cela, un seul de ces 
carrés B', C',... qui ne renferment que les secondes puis- 
sances de;i, q, r,... sera plus grand que le reste total B, 
composé de puissances supérieures à la seconde. Il en rc- 
eulterait que 2îm V,', qui est essentiellement positif, serait 
égiil à une quantité négative, ce qui est absurde. Il demeure 
donc acquis qu'on peut imprimer à tous les mobiles des vi- 
tesses suffisamment petites, pour qu'ils ne s'éloignent jamais, 
quel que soit le temps écoulé, au delà de très-faibles' dis- 
tances de leui-s positions primitives. 

Si la fonclion est un minimum, les carrés B', CV.. sont, 
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d'upi'f'ïS 1rs règles précédemment invoquées, afTi'Ctés du si- 
gne + :iu lieu de l'être du signe — . Alors la démoiisrralion 
ci-dessus ne s'upplîtiuc plus, et lion no s'oppose ù ce que 
ces carrés devîeuiieiil égaux à ^î>nVJ, et même supérieurs 
uti delà de toutes limites. Donc aussi les variations de coor- 
données ;>, 9, r,... peuvent prendre des valeui-s inflnimenl 
croissantes, ce qui est justement le cas de llnstabililé de 
l'équilibre. 

Nous pouvons Taire une application iW-s-simple de ce théo- 
rème 5 un sysièmo de eorps soumis uniquement à In |K>san- 
tcur, et liés d'ailleurs entre eu\ d'une manière quelconque. 
Prenons l'axe des z vertical, et soit i:, it', ir",., les poids de 
ces différents corps; z, s', x",... leurs coordonnées verti- 
cales relatives à la position d'équilibre du système. La quan- 
tité XiXdx +ydij -t-Zrfï) se réduira à (r.+Ti'+z"+. ..)dx, 
et la fonclion if correspondante sera (r + r'-f-7c"H-...)i-, 
laquelle, pour la position d'équilibre, aui-a la valeur 
■!:z + Wz'+T^'z"+... L'équilibre sera stable si celle valeur 
est un maximum, et instable si elle est un minimum. Or, si II 
est lu poids total du système, et K l'ordonnée verticale du 
centiT Av gravité, on devra avoir 

7TÏ + 7lV+T:"2"+.... = nÇ. 

Cela résulte' de i:=mg, n'=m'g,... n=Mff, et de la défi- 
nition du centre de gravité, d'après laqnclle 

mz-i- m'z + = MÇ. 

La quantité nS, qui i-eprésenle la valeur de la fonc- 
tion tf pour la position d'équilibre, montre que l'équilibre 
sera stable si fi Ç est un maximum, c'est-à-dire si C est le plus 
grand possible, et que l'équilibre serj instable si Ç est un mi- 
nimum. Or, la Torce H agissant de haut en bas, il Tant comp- 
ter les 2 de baut en bas. Donc la stabilité correspondra au 
cas où le centre de gravité est le plus loin au-rti-ssotts du 
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plan des x^, c'est-à-dire quand il est le plus bas possible, et 
rin&iabiliié, an cas où 11 est \c plus haut possible. 



lËlqMilUa* Am. UMmwmtmt et '« l'^alltbre Àum l« 
ru de forcée ia»l«nt«néef>. 

150. — Nous avons dtijù eu occasion déconsidérer des 
actions imlantanée» en traitant de l'i m réduction et de la 
suppression brusque des liaisous d'un point matériel. 

D'une manière générale on nomme force* iuttantanées 
des forces qui jouissent de la propriété d'imprimer des vi- 
tesses finies aux masses qu'elles sollicitent pendant un 
temps extrêmement court et le plus souvent inappréciable 
ù nos organes. Cette circonstance implique que ces forces 
aient une très-grande intensité : car, si m est la masse quE 
reçoit la vitesse V au bout d'un temps très-court t, on anra 
);i relation mV^P,T, en représentant par P, une valenr 
moyenne de la force, u^llc que, son action ayant lieu d'une 
nianii'src eoiittanle pendant la même durée r, la vitesse 
communiquée soit précisément celle qui résulte de la force 
instantanée elle-même. Mais do cette relation on déduit 

mV 
P, 1= — , ce qui montre que, la durée de l'action étant très- 
courte, la valeur moyenne de la force iustantanée est très- 
grande. 

Ainsi, considérées m elles-mêmes, les forces instantanées 
diffèrent des forces oi'dinaircs en ce qu'elles sont beauccup 
plus intenses et beaucoup plus rapides. 

Mais une autre diiïérencc, essentielle au point de vue du 
calcul, c'est qu'on ne connaît jamais cette inten&iié ni la loi 
de sa vai'iation pendant sa durée. On ne peut donc pas faire 
figuiTr ces forces dans le calcul de la même manière que 
les autre». On y parvient en remarquant que ces forces 
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MM loHJoiirs aMÎgnëes par la ^tuuttM de nuuvêtmtnt 
qu'elim sont smcepiibln de produire. En d'autres terews, 

on connaît la valeur de l'intégrale 1 Pdt, «étendue h la du- 



rée r de l'action, Taleor qui est précisément représentée par 
une certaine quantité de moaTement mV, assignée à priori. 

Ainsi, toutes les Mb qu'il s'agira de Taire figurer une force 
instantanée dans les éqnMions, il faudra se rappeler qu'on 
connaît d'avance la vitesse qu'elle imprinte à une certaine 
masse, supposée enli^rement libre, mais qn'on ne connitt 
individuellement ni P ni t. 

D'après cela, les équations du mouvement s'établiront fort 
ittément de la manière suivante ; 

Reprenons les équations (A), (A').... 



rfi' 



et supposons que X; Y, Z; X'... y représentent les compo- 
santes de forces instantanées. 

Bien que ces quantités ne soientpas directement connues, 
on n'en a pas moins le droit d'établir les équations ci-dessus, 
comme dans le cas de forces ordinaires, paroi; qu'il n'y a 
aucune raisfHi de supposer que les lois générales de la méca- 
nique ne s'appliquent pas ù ces forces spéciales. Bemai-quons 
que L, M, N, L'... sont des quantités du même ordre que 
X, Y,... car elles repi-ésenlent les composantes des réactioM 
instantanées des liens, qui se d<iveloppent en correspon- 
dance des actions instantanées extérieures. 

Pendant la durée des pereuttiont ( on nomme ainsi ces 
actions instantanées) la potion des points matéHels ne 
ctanngB pas sensiblement, et on peut les regarder comme 
constantes. 
». 
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lulégroos chacune dea équaiioD& ci-dessDS par rapport an 
temps, pour la durée totale des percussions. Les premiers 
membres représenteront alors les quautiiés de mouvemeiil 
engendrées séparément par les forces insiautanées et par les 
réactions correspondantes sur les points matériels supposés 
libres; les seconds membres représenteront les quantités de 
mouvement acquises par les points matériels sous la double 
influence des forces et des liens auxquels ils sont eSective- 
menl soumis. Si donc nous désignons par v, u, tt, v',... les 
vitesses inconnues acquises par les divers points du système 
après les percussions, et par a,b,c,a',... les vitesses con- 
liiies qu'ils recevraient respectivement des forces insiania- 
nées, s'ils étaient libres, les équations intégrées pourront 



<l) 



nw + l Ldt=im, «i*+ pM 
me + f Nrf( = mro , 
(I') m'a' -+■ jUdt = nw' , 



On a vu au n' 129 que les quantités L, M, N, L... r^iré- 
senlent en n-alité autant d'inconnues distinctes i", ï"... qu'il 
y a de liaisons ; et que, si l'on fait la substituUou dans lc« 
équations du mouvement, on fait llgnrer .chacune de ces in- 
i-onnnes multipliée par une ccruîue fonction des coordon- 
nées. Les intégrales ci-dessus représentent donc;> intégrales 

dtslincles, de la forme j'idi, respectivement multipliées 

par certaines fonctions des courdunnées. Ces fonctions soat 
en effet hors de l'iulégration, puisque la position des mobiles 
est considérée comme ne cliangeanl |)as pendant la durée de 
la percussion. Un peut éliminer ces p intégrales, traitées 
comme autant d'inconnues, <>ntre les équations (1), ((')■■. 
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ci-dessus ;el on obtiendra 3» — p relations renrermant les 3» 
inconnues v, », w>, v'.... Mais, d'un autre c4té, ces vitesses 
doivent satisfîiîre aux liaisons du système. Si donc on diffé- 
rentieparr^piwn au temps chactme des équations do liaisons, 
on aurap nouvelles relations, où figni-eroni^ , ^ ,... c'est- 
à-dire V, H.... On auia ainsi fliialunent in équations pour 
détcnniner les 3n vitesses composantes, qui sont les incoo- 
nues de la question. Quant aux coordonnées qui figurent 
aussi dans ces relations, elles ne sont point inconnues, puis- 
que les percussions n'altèrent pas les positions des mobiles, 
et que celles-ci sont naturellement supposées counnes au 
moment où les percussions commencent à agir. 

Ainsi on déterminera les vitesses engendrées par des forces 
instantanées, absolument comme on détermine des vitesses, 
au bout d'un temps quelconque, produites par les forces or- 
dinaires. 

Pour le mouvement du système, qni fera suite aux per- 
cussions, nous n'avons rien à ajouter : car nous nous retrou- 
verons dans le cas normal d'un système qui se meut dans 
de certaines conditions de liaisons, en vertu de certaines vi- 
tesses initiales, et qui peut d'ailleurs être ou non sollicité 
par des forces motrices. 

Nous avons implidtemcul admis, dans la théorie qui pi'é* 
cède, que toutes les Torces étaient instantanées. 

S'il y avait aussi des forces ordinaires, ce ne serait pas 
une difficulté ; car, leur intensité étant très-fiuble par rap- 
port ans percussions, on n'eu tient aucun compte pendant la 
durée t; en sorte que les résultats déduits subsistent inté- 
gralement. 

Les équations d'équilibre s'obtiennent fvec la même fa- 
dlilé. Il sufllt d'égaler à zéro les première membres de» 
3» — p équations du mouvement, ou de refaire le raisonne- 
ment connu sur les relations stiivantes ; 
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ma-t-j Ldti^o, mb-i-j Hdi = o, me+f 'fiA = o, 

mV + j'Vdt = o 

Quant aux conséquences générales, relatives tant au mou- 
Vemeirt qu'à l'équilibre, qu'on pourrait présenter sur k-s 
perçassions, ta méthode est trop semblable à celle des forces 
«rdliiaircs ponr que nous croyions utile d'y revenir. 



TMvréaiM géméwmmx sar l*lntr»dBCli«H et la 

•■npreMlMi brasqae et» llalMns d'aa lyrtèSM <e 

fluU ■■térIelB. 

CHOCS ET KXPLOaiOMS. 

IM. — Jusqu'ici nous avons supposé qne les liaisons gco- 
■ëirique» d« sfitème existaient dès l'origine du mouve- 
ment. Nous allons maintenant entrer dans des considéra- 
Uona analogues ii celles dn n* 118, c'est-à-dire examiner le 
cas où soudainement, pendant le monvement des points 
matériels, ceira>«I se troorcraient assujettis à certaines liai- 
sons nonvelles. C'est ce qui aurait lieu, par exemple, pour 
deux poinu matériels, attachés aux extrémités d'un Al flot- 
tant, et qui miraient des monvemenls les éloignant de pins 
«n ptns l'un de l'antre. Tout à coup, la distance des deux 
points ayant atteint ta ttmite de longueur du fil, celui-ci se 
tendra et produira une action brusque en vertu de laquelle 
le mottrement antérlenr des deux points sera modifié de 
-mairière à rester désonnais compatible avec lenr distance 
(tereDde invariable. ' 
Pfous ne nous proposons pas de déterminer tous tes élc- 
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menls du mouvement qui succède ainsi à tin brusque phê- 
■loniène d'introduction ou de suppi-ession de liaisons diiiis 
i'iutéi-ieiird'uii sysième géomêiriquc. Nous voulons scule- 
mciit dcmonircr deu\ tiiéorènies, rclulirs ii la Toi-ce vive, et 
qui ne sont que la généralisation de ceux déjà démontrés 
pour le point matériel unique. Conservons d'ailleurs pour 
chaque point les mêmes expressions de vitesse con»ervée, 
perdue et gagnée. Les deux tliéorèmcs eu question sont 
les suivants : 

1° Quelles que soient les liaisons brusquement introduites 
entre les points d'un système, ou entre ces points et des 
courbes ou des sui'faces fixes, la force vive du sysième avant 
l'introduction est égale à la force vive après, plus lu Torce 
vive correspondant à l'ensemble des vitesses perdues et ga- 
gnées par les divers points du système. 

2° Quelles que soient les liaisons brusquement suppri- 
mées, la force vive api'ès la suppression est égale à la foi'cc 
vive avant, plus la force vive correspondant ù l'ensemble 
des vitesses perdues et gagnées par les divere points du 
système. 

En résumé, l'introduction de liaisons diminue la lorce 
vive, et la suppression l'augmente de la quantité qui corres- 
pond aux vitesses perdues et gagnées. Quant à ces vitesses 
elles-mêmes, elles sont, dans les deux cas, augmentées pour 
certains points, diminuées pour d'antres, mais contribuent 
toutes à la fuis soit à la perte, soit au gain de la force vive 
totale du système. 

152. — Inlraductlan bra8<|u« de llaleonK. Nous exa- 
minerons successivement l'effet produit par chacune des 
liaisons qui peuvent figurer dans la con>titution d'un sys- 
tème géométrique, et qui se réduisent à celles-ci : 1° tige ou 
fil invariable liés par les deux extrémités à deux points ma- 
tériels; 2' fil le long duquel certains points glissent libre- 
ment. - Quant aux surfaces ou aux courbes fixes, nous 
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ii'avoR&pas iHisuili d<! iiuiis l'ii occuper, puisque le iliêon me 
est, en ce qui les eouecrnc, démonti'é aii ii" 1 lit. 

Soient donc en pi-cmier lien dcii\ points matériels M et 
M', dou''S (Je vitesses qui, à un ceitaiii moment, sont diri- 
gi'es suivant M V et M' V". Supposons que tout à coup ces 
deux puiiiis soient assujetlis à ivsloi' désoiniuis à la distance 
invariable M M', où ils se trouvent actuellement. 
Celle iiiti-oduciioo de li;iison aura pour ciïcl de (ransfor. 
mer les vitesses MV et M'V" en 
deux autres MV,,et M'V|, telles 
que , pendant l'instant dt qui 
' suivra immédiatement l'addition 
de cette liaison, les deux mobiles 
aiTivei-ont respeciivemciit aux 
positions N et N', lesqudles sa- 
tisfont à la condition que la dis- 
lance NN' égale MM'. 

Or, on peiitconce^'oirla vitesse 
V comme décompos*'-e en dfux 
autres, ruiic dirigée suivant M N 
et égale à la vitesse consei'viic V,, l'autre dirigée suivant le 
prolongement du lien MM' et dont je repiésente la valeur 
par U. La vitesse V est ainsi la lésnltante de V, et de U. 

Le mouvement du mobile s'effectuerait tout naturellement 
suivant MN, si la vitesse V, existait seule, au lieu de V. 
Mais puisque ee mouvement se produit eiïectivemenl, sous 
l'influence de la liaison introduite, il en résulte que cette 
introduction revient à anéantir subitement la vitesse V. 
Donc l'action de la liaison correspond ù celle d'une force 
instantanée qui, pendant un temps exiii>memeiU couil, im- 
primerait une vitesse égale et contraire h la vitesse U. ' 

Pareillement, pour le mobile M', on voit que la liaison 
i-evient à produii-e insuntanémciit une vitesse égale et con- 
traire à la vitesse U' qui, combinée avec V',, redonne V. 
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Cela posé, je dis <|uc la somme des Turccs viv<% des deux 
points, après l'introduction de la liaison , est égale à la 
somme des forces vives primitives, diminuée de la somme 
des Torces vives dues aux vitesses U et U', qui, dans la con- 
struction de la fignre, sont tontes deux des vitesses perdues, 
mais qui pouiTaicnt être, l'une perdue, l'autre gagnée. 

En effet, on a : 

V* = VJ + t' — 21; V, «PS (U, V,) , 
et par suite : 

imS*= im\] + {m\i* — ml)V,tM{V,V,) (1) 



;-Mi' V =-; m' Vj + î m' L'' — wt'U' Vj cos (U', V',} (2) 

d'où, en ajoutant : 

(5) îmV*+4m'V''a=imVÎ+Jm'V1 + ;inU'+^m'l)'' — 
— mU V, cos (U, V,) — m'U'V; cos (U', \[). 

Mais remarquons que l'action înt<Tieurc, développée par 
la liaison en M, au moment de l'introduction, est, comme on 
l'a déjà dit, t'gale et contraii-c ù l'action développée en M'. 
Donc mU et m'V, qui représentent respectivement les quan- 
tités de mouvement communiqu<!es par ces deux actions aux 
deux mobiles, pendant la duri^e extrêmement coui-te de l'in* 
troduction, sont égales et de signes contraires. Les deux 
derniers termes de la précédente équation peuvent alors s'é- 
crire : 

mV[V, coB (U, V.) — v; cos (U', v;)] î 
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Cette qiianlilé devient donc : 

^|mN.cos(HN,MM') —M'y. cos(M'N',MM')j. 

La quantité entre parcnIhL-scs est celle i^iii Tigui-e duiis 
la démonstration du n° fil, et nous avons fait voir uloi's 
qu'elle est identiquement nulle. On peut ta l'ctrjnclicr, cl 
par suite la relation (â) ae réduit à 

ïmV'+ 1 m'¥''= -: mVj + i m'V; — {; mil» H- ;m'U'')i 

eé qui est jusleoieut ce que nous voBliona prouver. 

Oh démontrerait d'une manière analogue, et en s'ap- 
puyant sur la seconde partie d.i nièniu a° Ifil, que la rela- 
tion ci-dessua a encore lieu lorsque certains points glissent 
le long d'un lil. Elle a doue lieu finalement pour l'ensemble 
des points du système. Comme d'un autre côté elle se vêritte 
pour les cas d'assujettissement» individuels, il en résulte 
qu'on peut écrire en général : 

ou , ce qui revient au même : 

N. B. Il est visible d'ailleurs que parmi les vitesses U 
quelquea-uues peuvent être gagnée» et non perdue». C'c^t 
ce qui aurait lieu, par exemple, si, la liaison étant une tige 
rigide, ta vitesse M' V était dirigée au-dessous de M' V|. Mais 
le même résultat subsisterait toujours, comme il est facile 
de s'en convaincre. 

Si l'on suppose les vitesses M V et M' V faisant entre elles 
un angle aigu, et qu'on prenne des tiges MM' de plus eu 
plus comtes, on uirivcra, ù ta limite, au cboc immédiat de 
dcu\ points matériels l'un contre l'autre, assujettis apr<s 
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leur choc il rester au contact. Les résultais qui précèdent 
s'appliqueront inlégralement À ce phénomène. 

Donc, d'une manière générale, 'toutes les fois qu'entre les 
points matériels d'un système on introduit brusquement de 
uouvclles liaisoDs, ou qult survient des chocs entre des 
points qui restent au contact après le choc, il y a toujours 
perte de force vive, et cette perte est égale à la somme des 
forces vives ducs aux vitesses perdues ou gagnées par les 
divers points. 

Il n'en est pas de même de la quantité totale de niouve- 
Rient, qui ne change pas par suite de l'iotroduclion de liai- 
sons mutcllcs, et qui ne varierait qu'autant qu'on introdui- 
rait des assujettissements individuels. Les réactions instao- 
lances ou continues des liens, étant toujours égales et de 
signes contraires, sont nécessairement sans influence sur la 
quantité de mouvement; ainsi, du reste, que nous l'avons 
examiné en détail aux numéros 130 et suivants. Il n'y a rien 
de surprenant k ce que la force vive change quand ta quan- 
tité de mouvement ne change pas : cela tient à ce que la 
vitesse figure différemment dans chacune des deux expres- 
sions, et que des variations de sens contraires, qui se com- 
pensent dans des quantités prises à la première puissance, 
ne se compensent plus quaRd on les prend à la seconde. 

153. — SNppr«ssl*B bras^ae âtm IMi^aB. Supposons 
actuellement qu'au lieu d'une introduction de liaisons on ail 
une suppression brusque ou une explosion, qui ait pour ré- 
sultat de rompre violemment les liens et de lancer les mo- 
biles dans des directions quelconques , autres que celles 
qnlls anraicnl respectivement suivies en vertu de leurs liai- 
sons primitives. Je dis que dans ce cas il y aura toujours 
accroissement de force vive, et que ce gain sera égal à la 
somme des forces vives dues aux vitesses perdues ou ga- 
gnées par les divers points matériels. 

Soient en effet deux mobiles qui, d'abord assujeuis à rester 
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à la nicine dislance l'un de raiitiv au moyen d'un lien ïnva- 
riublu MM', Bont tout à coup hiiccs suivant des dircclionK 
quctcoiiqucs M V, et M'Y), à I;i suite d'une rupture bi-usquo 
de ce lien. 

Désignons par V et V les vitesses respectivement possé- 
dées par les mobiles avant l'explosion , vitesses en vcitu 
desquelles ils seraient venus 
au bout d'un instant dt oc- 
V cuper des positions N et N', 
telles que NN' égale MM', si 
la liaison avait persisté dans 
le trajet 

En raisonnant comme oa l'a 
Tait pour le choc , on verrait 
que l'explosion produit l'effet 
d'une force instantanée qui im- 
pi'imerait aux mobiles, suivant 
la direction M M', des vitesses 
U et U', telles que les vitesses conservées V, et \\ soient 
respectivement les résultantes de ces vitesses U et U' com- 
posées avec les vitesses V et V. 
Par suite on a : 

imV;-f--;m'V'î = JmV» + ;-iB'V'» + imU'+i»i'(J'* — 

— mU[¥co8(V,D)— V'C08(V',U')]. 

Ou a mis mil en facteur commun , d'après la remarque 
déjà faite que mV et m'U' sont égaux et de signes con- 
traires. 

Or, nous venons de démontrer, au sujet de l'introduction 
brusque, que la quantité entpe parenthèses est nulle. La 
proposition annoncée en résulte, et on retendrait saus dif- 
culté aux autres liaisons géométriques aiuM qu'au cas de 
deux points matériels, primitivement unis et au contact, et 
brusquement séparés à un certain moment. 



rig.». 
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Finalement donc, toutes les fois que dans an système quel- 
conque il se produit des ruptures brusques de liaisons ou 
des explosions entre les divers points de ce système, il y a 
gain de force vive, et ce gain est rgal à la somme des forces 
vives dues aux vitesses perdues on gagnées par les divers 
points du système. 

Ces phénomènes sont d'ailleurs sans aucune influence sur 
la quantité totale de raouvemenl. 
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AUTRE MANIÈRE DE PRÉSENTER LES RÉSULTATS fiTABUS 

DANS LE CHAPITRE PRÉCÈDENT, OU HI^HODE DES HOUVEHENTS 

VIRTUELS. 



1 5à. — Noos nous proposons ici d'appliquer aux systèmes 
{(éomëtriqucs la méthode qui a Tait l'objet du cinquième 
chapitre du livre ii, et qui au fond ne diffère pas de celle 
qui a été employée dans le nhapitrc prccédoni. Elle repose 
sur le principe de» moment» virlueh étendu aux assem- 
blages quelconques de points matériels et consistant en ce 
que ; 

Dans tout mouvement d'un système géomélriqne libre ou 
assujetti, la somme des moments virtuels des forces exté- 
rieures est égale à la somme des moments virtuels des farce» 
conservées. 

Quant aux systèmes dynamiques, l'usage de cette méthode 
est tont à fait sans iniérët, ainsi que nous le verrons plus 
lois. Il en est de ces systèmes comme du point matériel 
libre, au n° 117. 

Nous allons d'abord reprendre, en les généralisant, les 
définitions posées dans le chapitre précité. 
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Définilioni. 

On nomme potitiont rirtuelhs des points matériels d'un 
système quelconque, les posilions que pourraient occuper 
simultanément les points de ce système, sans altérer les 
liaisons de toute nature auxquelles ils sont soumis; ou, en 
d'autres termes , les positions compatitilra avec l'ensemble 
des liaisons du système. 

On nomme de même motivemetitt ou dépîacementi vir^ 
tuelt des points, les mouvements simultanés dont les irar 
jectoires ne passeraient qnc par des positions virtuelles. 

Ainsi : 

Pour un système dynamique libre, tous les points de l'es- 
pace sont des posilions virtuelles; car »vec des forces dln- 
tensité et de direction convenables on peut y amener simul- 
tanément tous les mobiles de ce système, sans altérer en 
rien leurs liaisons , qui se réduisent à de pures forces mu- 
tuelles qu'on peut toujours combattre par des actions exté- 
rieures suffisantes. 

Au contraire, pour deux mobiles, par exemple, liés en- 
semble au moyen d'une tige invariable, les positions vir- 
tuelles seronlrestreintes à celles qui satisferont à la condition 
que la distance reste égale ù la longueur de la tige de liaisouj 
eu sorte que, si l'un des mobiles occupe déjà une certaine 
position déterminée, le mouvemcnl virtuel de l'autre ne peut 
se produire que suivant la surface d'une sphère dont le centre 
serait le premier mobile, et le rayon la tige considérée. Si 
en outre l'un des mobiles est assujetti & demeurer sur une 
courbe ou snr une surface donnée, il faudra que les posi- 
tions virtuelles satisfassent i*! une nouvelle condition, coQsis- 
tant en ce que le mobile en question u'abandonne pas cette 
courbe ou celte surface. 
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ParcilleiDpnt ponr trois mobiles, dont deux lies aux ex- 
Iréniîiés d'iifi Bl et le troisième glissant le long de ce fil, les 
positions virtuelles seront i-cstreinics à toutes celles pour 
lesquelles la somme des deux distantes demeure constante ; 
et, si en outre les deux points matériels extrêmes sont inva- 
riableuient fixes, les positions virtuelles du troisième se ré- 
duiront aux points d'un ellipsoïde, et ses trajectoires vir- 
tuelles à toutes les lignes qu'on poun'a tracer sur cette 
surthce. 

N. B. Dorénavant , quand nous parlerons de positions 
virtuelles et de mouvements virtuels, il sera entendu qn'il 
s'agit spécialement des positions infiniment voisines et des 
éléments rectilignes qui les joignent aux mobiles dn sys- 
tème. 

Quant aux moments virlueli, aux force» contervéei, etc., 
nous n'avons rien à^jouler ft ce qui a déjà été convenu dans 
le n" 116. 

Cela posé, nous allons procéder à la démonstration du 
principe des moments virtuels. 

156. — Soit donc un système quelconque, dynamique ou 
géométrique, libre ou assujetti. Soit m uii point matériel 
de ce système, P sa force extérieure, [ sa force inlérîtrure, 
pt X, Y, Z, L, M, N les composantes de ces deux forces sui- 
vant les axes de cooi-données. Soit enfin une droite quel- 
conque, menée parle point m, et i» une portion arbitraire 
de cette droite, dont les projections, suivant les axes, se- 
ront désignées par ix, Sy, dz, de telle sorte que les angles 
de cette même droite auront respectivement pour cosinus 

àx $1 $1 

Nous supposerons d'ailleurs, comme au n* il7, les quan- 
tités Sx, $y, tSz, S* infiniment petites, ce qui n'altérera en 
rien la géiiéraliié de la position de cette droite. 
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En s'sppuyant sur le même principe que dans le n" pre- 
Kilê, OB établira la même relulioa (S), savoir . 

larjuclle signifie que le momcut de la force extérieure, plus 
le moment de la force iotrâ-iciirc, suivaut une direction tout 
à fait quelconque, est égal au raomeulde la force conservée; 
pi-oposilion qui n'est que la tnin>roi'mation algébrique de 
celle qui exprime que dans le mouvement projeté suivant 
une droite quelconque la somme des composantes des forces 
extérieure et iRtéricnre est égale à la masse du m(ri)ile 
multipliée par son accélération. Noms partons ainsi de la 
même base qui a servi à édifier les théories du cbafrilre pré* 
cèdent : nous devrons donc arriver exactement aux mêmes 
résultats. 

Pour un autre point matériel m' on établira une relation 
tout à fait semblable. Si nous en faisons autant pour chacun 
des points du système, et qtic nous ajoutions ensemble toutes 
les rdations ainsi obtenues, il viendra : 

,, /(/c . du ^ dw ^\ 

=^"'(sr *' + **»+!?*') 

équation dans laquelle les directions de toutes les droites 
menées par les divers points sont absolument arbîtRiires. Si 
nous voulons que les moments considérés soient des mo- 
ments pirluett, il faut exprimer que les directions de ces 
droites sont celles de déplacements compatibles avec l'en- 
semble des liaisons du système. 

Quand le syslèmc est dynamique, toutes les directions 
sont vii'tiKlles, ainsi qu'où l'a expliqué plus haut. Par consé- 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



J38 LIVBE m. — StSTËMEft U&T&UELS. 

queiit, Ss, 3y, 3z, Sx".... peuvent avoir des valeurs lout à 
Tait quelconques et iiidëpendaDtcs les unes des autres, ce qui 
exige, pour que l'ëquation ci-dessus soit constammefit satis- 
faile, qu'on ait sépurémeni pour chacune de ces quantités : 

du _ , M dw 

■'dt' '-■-■'■-"■^. Z + îi=m-^, 



dt ' 



en sorte qu'on i-ctombc immédiatement sur les équations 
connues du mouvcmenl des systcmcs dynamiques; aussi ne 
nous en occuperotts-nous pas davanlagc. 

Si au contraire le système est gcomélrique, toutes les di- 
rections ne sont pas virtuelles. Mais pour celles qui satis- 
font à cette condition, je dis que ta somme des moments 
correspondants, dus aux forces intérieures, est nécessaire- 
ment nulle. Pour le démontrer, il suffit de i-efaire des rai- 
sonnements identiques à ceux qui ont déjà été présentés au 
o" l&l, quand il s'est agi de faire voir que la somme des 
travaux élémentaires dos forces intérieures est égale à zéro 
dans les systèmes géométriques libres ou assi^cttis. En effet, 
tout ce que nous avons dit alors reposait sur les deux bases 
suivantes : 1' que les liaisous subsistaient intégralement au 
bout du déplacement considéré ; 2° que ce déplacement était 
infiniment polit. Ur, ici les liaisons subsistent clans toutes 
les positions virtuelles du système, puisque c'est là la défi- 
nition même des positions virtuelles. D'ailleurs, les lignes 
dx, Sy, .... qui joignent ces positions virtuelles aux mobiles 
sont, par hypothèse, infiniment petites. Donc la même dé- 
monstration subsisterait pour faire voir que la somme des 
moments virtuels des forces intérieures est nulle. Par suite 
l'équation (a) se réduit à celle-ci : 

(H) 2(Xd^-+-ï3i,+zaz) = im(JoV-Hjay-|-^ô.). 
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Elle exprime que la somme des moments virtuels des Torccft 
extérieures est égale à lu somme dos moments virtuels des 
forces conservées. 

Elle est identique dans sa rorme avec celle qui conviendrait 
ù un groupe de points matériels libres indépendants les uns 
des autres. Mais il y a' dans le fond cette dilTérencc essen- 
tielle, que les droites Sx, 5ij, ..., an lieu d'être menées dans 
l'espace d'une manière quelconque, ne l'eprésentent plus 
que des directions compatibles avec l'ensemble des liaisons 
du système. En sorte qu'il faut exprimer que les poîntsdc 
l'espace qui ont pour coordonnées x + Sx,y + Si/,x + 8z, 
z' + dx', sont des positions virtuelles, ou, en d'au- 
tres termes , que ces coordonnées satisfont aux équations 
de liaisons, aussi bien que les cooi'données x, y, t, x, .... 
elles-mêmes. 

Soient donc f=o, ^ = o, y_= u,.... les diverses équa- 
tions de liaisons du syslônie. Il faut y subslituei- .r + ^^ , 
tf-t-$y,-...-d lu place dox, y, .... ce qui nous donuo : 

,^d.+|j,+|fe+^^-+ =„. 

(S) ;i*'+S'*+ ="• 

h>'+ -0, 



Ce système d'équatio»s(N),rcuni à l'équation (M), exprime 
les conditions delà question, puisque les droites par rapport 
auxquelles sont pris les moments des foices se trouvent as- 
sujetties à n'avoir que des dii'cclions de niouvemeuts virtuels. 

Les quantités Sx, Sy, 5z, $x', .... étant d'ailleurs quel- 
conques, dans la limite des restrictions que nous veuoiis 
d'indiquer , il faut en éliminer autant que possible cuire 
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les équalions (N) et (M), et ensuite aunuler séparément le 
coefilcieiit de chacune des quantités restantes. S'il y n p 
équations de liaisons, on pourra éliminer p de ces quantités, 
ce qui léduira à Sn — p le nombre de celles qui continue- 
ront à Ogiircr dans l'équation (M); et en égalant à zéro leurs 
coefliciciits, on aura Sn — p équalions entre les forces ex- 
térieures et les cooixlonnées. Ce seront là les 3n —p équa- 
tions du mouvement, qni,réunicGauxpéquaUonsde liaisons 
f=o, (f = 0, .... permettront de résoudre complètement le 
problème. 

Les in — p équations du mouvement que nous obtenons 
ainsi sont identiques à celles qu'on trouvait par une autre 
méthode dans le chapitre précédent. On Se rappelle, en effet, 
que le procédé de calcul consistait à exprimer L, M,N,.... 
en fonction des tensions du système et de leurs angles, entre 
les points deux à deux ; que ces tensions constituaient au- 
tant d'inconnues distinctes qu'il y avait d'équations de liai- 
sons; qu'on éliminait entre les Sn équations (A), (A*) .... 
ces p inconnues, et qu'il restait finalement in —p relations 
entre les forces extérieures et les coordonnées. Or, quelle 
que soit la méthode suivie, on ne peut jamais arriver qu'à 
un même système d'équations provenant de l'élimiiiaiion. 
Par conséquent, les 3n — ^p équations ne différent pas de celles 
déjà trouvées. 

156. — Nous n'avons rien spécifié sur la manière de faire 
l'élimination des p quantités Sx, dy, .... entre l'équation (M) 
et les équations (N). Il est certain, en effet, que le résultat 
est parfaitement indépendant du mode de procéder; par 
conséquent, il n'y a pas lieu de s'en préoccuper au point de 
vue de la marche générale du raisonnement. 

Mais les procédés de calcul, bien que donnant des résul- 
tais déBnitirs identiques, déterminent, dans la transition, 
certaines formes d'équations qui peuvent mettre en évidence 
des propriétés intéressantes £■ remarquer. 
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A cet ctTi-t cmptuyons, pour cfl'ct:tucr IVIi mi nation dont 
nous avons parie, la mtitliode dite des coeflicienU indéler- 
minét, à hquellc nous nvons déjii eu recours au u* IIS. 
Cette métbode consiste, comme on s'en souvient, à mnlli- 
plier chacune des équoiious par une constante indéterminée, 
à ajouter toutes les équations entre elles, et à déterminer 
ensuite ces constantes par la condition que les multiplica- 
teurs des inconnues,qui contiennent nécessairement les cons- 
tantes en question, soient séparément nuls. 

Multiplions donc respectivement les équations (N) par des 
coefficients indéterminés X, u, v, .... et ajoutons toutes ces 
équations avec l'équation (M) ; il vient alors : 

(''+^£+''S+-)»'+(''+^|+''S+-)»»+ 



=„{^-5.+ |3,+$J.)+»..(*W+...)+ 

Choisissons tes indéterminées X, j/, v, .... de telle sorte 

que chacun des mnlUpIicateurs de !Sx, ijf soit nul. Il 

vieot alors les 3n relations : 






''+>^+f:-î+ ='»^. 



[''+*2^+CsJ + ="'1- 



n,g,t,.rJ M, Google 



ilii I.1VBE m. — SVSTËUES UATËRIELS. 

SI entre ces ^n équations on élimine X, p, v, .... il roMera 
S» — p 1-elulions entre les forces extérieures X, Y, Z, X', . .. 
et les coordonnées. Ce seront piecisément les 3n — p équa- 
tions du mouvement cherchées. 

Sans cITectuer cette élimination, nous allons déduire des 
équations (L) «ne conséquence intéressante. 

Remarquons, en elTet, qu'on représenlant par L, M, N les 
trois composantes suivant les axes des Torces de liaisons 
agissant sur le point m, parL', M', N', les composantes ana- 
logues pour le point m', et ainsi de suite ; on a les 3» re- 
lations connues : 

(A-) X'-|-L'=m'^ 



En comparant ces relations, chacune à chacune, avec les 
relations (L), on voit que, les seconds membres étant égaux, 
les premiers doivent l'être aussi, et que par suite on a : 

^=4-^â- 

«-4-4^ 

«-^ï+^-Sh- 

L. = >,^ + ,g,+ ........ 

Considérons d'abord la première de ces relations. La 
quantité L , qui eiit la composante suivant l'axe des x de la 
force totale dos liaisons aboutissant au point m, est égale à 
la somme des composantes des forces qui représentent 
respectivement ces diverses liaisons : c'est donc là ce que 
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rept-csenie aussi le second membre. Or, le tenneX^ étant 

le sent où figure l'équation de liaison /^ o , est aussi par 
conséquent le seul qui puisse représenter la force de liaison 
correspondant à cette équation f=o et agissant aupointm. 
Donc X ^ est égal h la composante suivant l'axe des x 

de la force intérieure en tn due à la liaison f=o- Et ainsi 
de 8uit« pour chacun des autres ternies. La seconde équa- 
tion montrerait pareillement que X -^ est égal à la compo- 
sante suivant l'axe des y de la Torce intérieure en tn due à 
la liaison /*= o. Et de même pour tous les antres ternes et 
pour toutes les autres équations. 

Ainsi les trois quantités X-jt-, ^ j^, ^-f' représentent 

respectivement les trois composantes suivant les axes de la 
Torce intérienre en m duc ù la première liaison /*= o. Sem- 
rf* d<i df 
ax '^ dy' '^ lit 
composantes de In liaison <s/ = o; etc., etc. 

Par suite, les valeurs de ces diverses forces iuténeurea 
sont facilesù calculer; car, soit ■ lu force intérieure agissant 
en m et due seulement à la première liaison f= o : on aura, 
en appelant a, ë, ■/ ses trois angles avec les axes : 

, (// . . ^d[ . -df 

tco!a = >T^, icos6 = A-t'-, icos7 = 3l^; 

d'oit résulte 



V W W W H' 

ea désignant abréviaiivement par H la quantité 
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mw^'' 



On trouverait pareillement, ponr le point m', que la force 
intérieure t", due à la mente liaison f=o, donne lieu oui 
relations 



de df ' ay 

et ainsi de suite pour chaque liaison et pour chaque mobile. 

l*- La constante indéterminée ^ est proportionnelle 6 la 
force intérieure due en chaque point à la liaison f=o ; la 
coDstaule \f. est pareillement proportionnelle i la force inté- 
rieure due en chaque point & la liaison (f ^o ; etc. 

S* La force intérieure i, qui agit en mparsuiic delà 
liaison /'=o, est normale Ji la surface qu'on obtiendrait, si, 
dans l'équation /==o, on regardait toutes les coordonnées, 
excepté celles du point m , comme constantes , ou , en d'au- 
tres termes, si l'on regardait tous les points comme ixes et 
le point m comme seul mobile. C'est ce qui résulte des va- 
leurs des cosinus des angles , qui sont justement celles qui 
ctHtvieniient à la normale de la surface en m , et qu'on a en 
occasion de rappeler au n' 101. Cette conséquence était, dn 
reste, facile à prévoir : car le mobile m, par suite de sa liai- 
son /'=:o, se trouve assi^tti : 

Soit ik demeurer à une distance invai-iable d'un autre mo- 
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bî'o, ce qui l'oblige ù se monvoir sur la sphère donl celui-ci 
est le ceiiirc ; 

S«il ù glisser le long d'un fil dont les deux exlrémilés sonl 
invariablement liées ù deux autres mobiles, ce qui l'oblige 
à se mouvoir sur rtUipsoïde dont les deux derniers mobiles 
sont les foyers ; 

Soit à demeurer sur quelque courbe ou surface donnée, 
indépendante des autres points. 

Dans ions les cas, la force inléiienre, due à la liaison, se 
trouve nécessairement normale ù la surface représentée par 
l'équation /==0, où toutes les coordonnées, autres que celles 
du point m, seraient regardées comme constantes. 

8" Les forces intérieures , dues à la même liaison dans 
différents points, sont numériquement éj^ales et opposées 
deux à deux. En cifet, l'équation (=0, soit qu'elle exprime 
que la distance des deux points m et m' reste constante, soit 
qu'elle exprime que ces deux points glissent le long d'un fil 
de telle manière que c'est la somme des distances partielles 
qni est constante, est nécessairement symétrique, au signe 
près, par rapport aux, coordonnées Xy y, z, eix', y', x' -. 
car ces quantités figurent dans l'équation f=^Q par des binô- 
mes, telsquc(jr— y). D'après cela , les quantités -j- et -^, 

seront égales et de signes contraires, et II et H' seront 
égaux. Donc les intensités de i et i\ dans les relations ci- 
dessus, seront égales, et les cosinus de leurs angles seront 
égaux et de signes contraires. Ainsi ces forces seront égales 
et opposées, et ne seront autre chose que la tension que nous 
avons déjù dé^gnée par i' dans le n" 1 29. Les valeurs de 

L, M, N, L' écrites ci-dessns mettent bien clairement 

en évidence la véritable signification de ces quantités dans 
les équations dn mouvement (A), (A'),— - On voit qu'elles 
représentent en chaque point la somme des composantes, 
suivant le même axe, de toutes les forces intérieures provc- 
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nant des lialsous mutuelles aboutissant au même poiut. Si 
quelque mobile se trouve spécialement assujetti k demeurer 
sur une courbe ou sur une surf;iec donnée, la coitstanle 
indéterminée par laquelle on aura multiplié l'équation cor- 
respondante aura la même BigniPication que plus haut, rela- 
tivement à la réaction normale de cette courbe ou de cette 
surface. 

167. —Actuellement revenons h l'équation générale des 
moments virtuels, 

et montrons comment clic se pi-âte à toutes les déductiont 
déjà obtenues dans le chapitre précédent. 
1° — ProprlétcB de U quantité de iii*«v«BieBl et 4» 
' eenlre de gravité. Si le système est parfaitement libre , on 
peut prendre pour posidons virtuelles des points matériels 
celles qui se trouveraient ù l'extrémité d'cicmeots rectilîgnes 
égaux et parallèles, menés dans des directions quelconques 
par ces divers points matériels. Car la figure géométrique 
alTeclée par ces positions est la même que celle qu'affectent 
les mobiles : par suite , les liaisons existant entre ces mo- 
biles conviennent à ces positions. De telles positions vir- 
tuelles résulteraient de la translation de tout le système, 
parallèlement à lui-même, et sans en altérer aucunement la 
forme géométrique. Dans le cas où nous nous plaçons, les 

quantités Sx, Sx', sont égales outre elles ; de même $y, 

iy',.... et de même aussi ^2, Sz', L'équation des mo- 
ments devient donc : 

8xlX + SsS.X+SzlZ==SxXm^+êylm^+$zXm'^-^^. 
Or, $x, ijf, is étant indépcDdants entre eux, puisque les 
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élomcnts recUlignes peuvent film menés dans une direclion 
quelconque, on doil avoir sëparémeiit ■■ 

rf( dt' dt 

Ces équations ne pourraient évideaiment pas être obte- 
nnes s'il y avait dans le système quelque mobile assujetti à 
demeurer sur nne courbe on sur une surface donnée. Car 
l'élément rectîlignc, mené par ce mobile dans une direction 
quelconque, sorlirail de la courbe ou de la surTacc, et, par 
suite, l'extrémilé de cet élément ne constituerait pas pour 
le mobile en question une position virtuelle. 

Les relations que nous venons de déduire étant identiques 
à celles du n" 136, on peut en tirer toutes les conséquences 
connues, relativement it la quantité de mouvement et an 
centre de gnivité. 

2° — ProprlAtéfl des «Ires. Si le système est toujours 
parfaitement libre, nons pouvons prendre pour positions 
virtuelles celles qui se trouveraient à l'extrémité d'élé- 
ments rectilignes, proportionnels à leui's distances respec- 
tives ù une droite quelconque, et perpendiculaires à ces 
distances. Ces positions virtuelles sont, en d'autres termes, 
celles qui correspondraient à une rotation simultanée de 
tons les points matériels autour d'une droite quelconque, 
sans altérer la Toime du système. Il est visible que, les rela- 
tions géométriques entre ces positions étant les mêmes 
qu'entre les mobiles, les équations de liaisons seront satis- 
faites par ces nouvelles coordonnées. Or, dans une sem- 
blable hypothèse, les quantités $jr, ix', Sy, dy'.... ont entre 
elles nne certaine dépendance, que nous allons trouver. 

Soit >, ft, K les angles d'une droite quelconque , menée 
par l'origine des coordonnées, et par rapport à laquelle on 
conçoit la rotation qui établit les posilions virtuelles dont 
nous venons déparier. Towies les quantités 9r,iy ponr^ 
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rtHit être exprimées en funciioo de ces trois angles. En cO«l, 
1* le déplacement ia possède une direction perpendiculaire 
h celle de la droite : donc le cosinus de l'angle est nul, ce 
qui s'exprime, comme on sait, par la relation •■ 

(1) 3* cwX •+ Syu$n+ 3zcmv = Q; 

S* La distance de la position virtuelle h l'origiae est égaUt: 
ila distance du mobile lui-même ; donc on a 

ce qui se réduit à 

(2) xix + ySy + 2$z = o . 

Ces équations (l)et (3) permettent de trouver Ht, 3y, Ht 
en Tonciion d'une constante indéterminée A; les valeurs 
sont : 

3ar = (z cos fx — y cos v] A ; 

(a) îy = (ji cos K — a C08 X) A ; 

5i = (y cos i — a; cos ^) A. 

On anrait pour èx', $y', Sz' les valeurs analogues : 

Sx' = («' cos f< — y' cos v) A' ; 

(a!) îy'= (.«'co8v — î'cosX) A'; 

îz' = (y' C08 > — x' cm |«) A'. 

Avant de poursuivre, Je remai-que que les indéterminées 
A et A' sont égales. Cela résulte d'une condition que nous 
n'avons pas encore exprimée, et qui consiste en ce que les 
deux déplacements sont proportionnels à leurs distances k la 
droite, ou, ce qui revient au même, en ce que la longueur com- 
prise entre les deux positions virtuelles est la même qu'en- 
tre les mobiles : ce qui donne, après réduction, l'équation : 
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(3) x$x'-i-ySy'+ z3z'+ x'5x + y'îy + ï'Îï = o 

d'où l'on Ure, en y,reinphçai]t ix, iy, Sz, 3x', 3g', Hz' par 
leurs valeurs ci-dessus : 

(A'— A)}a»X(y'2— i'y)+COefi(z'a!— »'2)+CMn{»'y— j'a!)j = o, 

relation qui ne peut être satisraîtc, pour des valeurs quel- 
coitques de X, fx, v, qu'autant que h'=k. 

Pour chaque autre point du système, on trouverait un 
groupe semblable h (a), dans lequel fi{;urerait toujours la 
même constante indéterminée h. Si maintenant on porte les 
valeurs de tous ces dëplacemeuls virtuels dans l'équation 
des moments, celle-ci devient, en supprimant la constante 
h commuue à tous les termes : 

a»v2(Y*-Xs) + c«fi2{Xî — Zï) + co8).2(Zy — Ï2) = 
.- /du dv \ y. /do dm \ , 



Pour que celle relation soit satisraite, quels que soient 
X, ft, v, il faut qu'on ait séparément : 

Z(ï.-X,)=2»(^.-*,); 

équations qui ne sont auti-cs que celles du n* 136, d'où sont 
déduites toutes les piopriétcs des momenis et des aires. 

On arriverait plus sîmpicmeut aux mêmes résultats, en 
remarquant que les positions virlnelles concspondant à une 
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rotation du système, au lieu d'iiii'c établies par rappM'l à une 
droite quelconque, pourraieut l'èlrc par rapport à cliacun 
des trois a\e$ successivement. Car ce qui est vi-ai pour les 
trois axes est vrai pour une droite quelconque, et rice 
verta. 

Supposons donc qu'où prenne d'abord pour positions vir- 
tuelles celles qui cori'cspondruicnt à une rotniion autour 
de l'axe des x. Dans ce cas, on a pour le point matériel m : 




êz=iSs-r 



y^ + z^ V y' + 2^ 

et ainsi de suite pour chacun des autres points. 

Mais l'emarquons que la proportionnalité des déplacc- 
iiiculs S», $»',.... aux distances à l'axe des adonne : 



= A \/y' + 2' , $s' = k Vy'^ + z'* 



h étant une constante indéterminée. Par conséquent, les 
quantités ci-dessus deviennent ; 

îa; = 5y = — Aï iz = hy 

$3^=0 $y'=~ht' 5z'=hy'. 



Eu faisant la substitution dans l'cqualion des moments vit^ 
tuels, elle se réduit simplement h 

On obtiendrait les deux auti'cs relations eu iroagiuanl tour 
à tour une rotation par rapport à l'axe des y et à l'axe des z. 
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f S" — ThécrèMc d» forées vîtes. Oa peut prendre pour 
dcplacenieiii virtuel du système son dêplacemeat eOectif 
pentlniu un temps inflDiment petit. Cur, au bout du temps 
dt, les positions réelles des points du système sont compa- 
tibles avec les liaisons, telles qu'elles existent à cet instant 
précis : mais ces liaisons sont elles-mêmes alors ce qu'elles 
étaient auparavant, puisqu'elles sont indépendantes du 
temps. Donc les liaisons avant le déplacement conviennent 
encoi'e après, et, par suite, les éléments rcctilignes, qui joi- 
gnent ces positions voisines, sont des déplaceraenls virtuels. 
Or, si l'on introduit cette hypothèse dans l'cqualion des 
momeuts virtuels, elle devient : 

2(X£ir+ïrfy-|-Z(/2) = 2m /^rfj!+§dy-l-^</a) J 

ce qui est justement la relation coiinuo des forces vives. 

158, — É^«lllbrc. Pour retrouver les propositions de 
l'équilibre, nous devons introduire dans l'équation des mo- 
ments virtuels la définition que nous avons donnée de cet 
état particulier des forces appliquées au système, élat qui 
consiste en ce que ces forces peuvent être ialroduites ou 
supprimées, sans que le mouvement ou le repos du système 
soit en aucune façon modifié. 

Or, il est clair que, pour que les choses se passent ainsi, 
il faut de toute nécessité que le premier membre de l'équa- 
tion des moments virtuels soit égal à zéro ; faute de quoi le 
second membre ne resterait pas le même, et, par suite, le 
mouvement changerait, selon qu'où stipposerail les forces 
existant ou n'existant pas. 

L'équation qui exprimera la condition d'équilibre sera 
donc celle-ci ; 

(E) l{\ix + ySy + ZSz) = o, 

à laquelle il Pdut joindre, bien entendu, toutes les équations 
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(N) du o' 155, puisque les qnanlités ix, Sy, an lieu 

d'élre absolument quelconques, sont assujetties à avoir des 
valeurs telles que tontes les équations de liaisons soient 
saiisraites par les coordonnées des positions correspon- 
dantes. 

Pour que des foices appliquées à un système géométrique 
se fassent équilibre, il faut donc que la somme de leurs mo- 
ments virtuels soit nulle. On peut aisément roctlra en évi- 
dence les 3«— p conditions déjà trouvées, auiqiielles les 
rD'ires vxlérieui'es doivent satisrairc. Il siiflit de ix'prendre 
le calcul Ibit ci-dessus pour établir les in — p équations 
du mouvement ic'est-à-direqu'ii suffît cl'éliminerpquaniilés 
9st Sy, $1, Sx' au moyen des relations (N), de substi- 
tuer leurs valeurs dans l'équation (E), et d'égaler ensuite i 
zéro lescoefllcientsdesSn — p quantités restantes. Il revien- 
drait, d'ailleurs, au m^mc d'aborder directement les Sn—p 
équations du mouvement, et d'annuler le premier membre 
de chacune d'elles. De quelque manière qu'on Hisse le calcul, 
on aboutira nécessairement aux mêmes conditions que dans 
le chapitre précédent. 

Il est bien visible que réciproquement, toutes les fois que 
la somme des moments virtuels est nulle , les Torces soui en 
équilibre : car l'équation (E) représenieen réalité 3» — p 
éqaaitoBS distinctes, qui out précisément pour résultat d'an- 
nuler les premiers membres des 3n — p équatious du inou- 
vement. D'où il suit que le mouvement n'est- pas changé, 
selon qu'on suppose les forces extérieures supprimées ou 
établies dans le système. 

On voit en même temps que, toutes les Tois que les forces 
se font équilibre, on a : 

ce qui signifie que la somme des moments viiiucls des forces 
conservées est constamment nnlle. 
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Un n'éprouve aucune dinicitUé à tirer du l'âiiintioii (E) 
toutes les conscqii<jiiccs relulives à réquililrc. 
Le théorème de d'Alcmbeit sVtablit do la munière suivante : 
Uu système étant en mouvement sons l'aotion de Torces 
extérieures quelconques, établissons l'équation des moments 
vii-tuels (M) relative à ce mouvement, ei mettons en facteur 
commun cbacnn des coefficients Sx, Sy, $x. Cette équation 
prend alors la forme : 

(P,2|(x-»g)j.+ (Y-„^),, + (z-™g)j.j=„. 
Rien ne nous empéebede considérer X — "iTTr» Y — w-tti 

Z — m-fâ comme représentant, pour chaque point, les trois 

composantes d'une certaine Torce qui lui serait appliquée ; 
et, d'après ce qui vient d'être dit plus haut, on voit que ces 
nouvelles forces sont en équilibre sur le système. C'est ce 
qu'on énonce en disant que les forces extérieures font équi- 
libre à des forces égales.et conti-aires aux forces conservées ; 
ou que les forces perdues du système se font équilibre. 
On présente souvent de cette manière la mécanique des 
- systèmes de points matériels ; c'est-à-dire qu'on commence 
par établir que, dans un système en équilibre, la somme des 
niomenis virtuels est nulle ; et on ramène ensuite les pro- 
blèmes du mouvement aux problèmes de l'équilibre, en ex- 
primant que l'équilibre a lieu pour les forces perdues du 
système , et que conséquemment la somme des moments 
virtuels de ces dernières est égale à zéro. On nomme celte 
mélbode combinaison du théorème de d'Alembert avec le 
principe des momentt virtuel». Mais malheureusement 
ce n'est là qu'une transformation factice des problèmes du 
mouvement; car, malgré l'énoncé différent qu'on donne 
ainsi ii l'équation (M), on ne fait pas autre chose en réalllé 
qu'exprimer l'égalité eutre la somme des moments virtuels 
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des forces extérieures, d'uDe part, et la somme des moments 
virtuels des forces coiiservëes, d'autre part. Quant aux cal- 
cols, ils restent identiquement les mêmes : il est indilTërent 
en effet d'opérer rélimiaution de Sx, Sy, ^z, ...... au moyen 

de l'équation (P) ou au moyen de l'équation (M), puisque 
ces deux équations se confondent l'une avec l'autre. 

Nous croyons inutile de reproduire ici toul ce qu'on a 
déjà vu sur l'équilibre, et qui se déduirait évidemmentdii 
principe des moments virtuels, en raisonnant de la même 
manière que pour le mouvement. 

159. — iBlr*daeti*ii et raplnre bmaque des IImIkobs. 
Les théorèmes des n" 141 et suivanu ae démontrent uns la 
moindre difilculté. 

Examinons d'abord le cas de l'introânciion de liaisons. 

On peut totijours supposer qu'à partir du moment où l'in- 
troduction commence, et pendant la durée de l'introduction, 
aucune force extérieure ordinaire n'agit sur les points ma- 
tériels, car l'action de ces forces disparaît devant celle des 
forces instantanées qui interviennent dans cette période. 

L'équation des moments virtuels, à l'origine de l'intro- 
duction, sera donc : 

Or nous pouvons prendre pour déplacement virtuel à cet 
instant, c'est-à-dire pour déplacement compatible avec l'état 
actuel des liaisons , un déplacement qui , après llntroduc- 
tion, sera compatible avec le nouvel état du système; et 
notamment le déplacement effectif qui succède immédiate- 
ment à cette introduction : car, d'une part, la position des 
points matériels, avant et après, se trouve la même, puisque 
la durée de l'introduction est infiniment petite ; et, d'autre 
part, le déplacement effectif étant compatible avec les an- 
ciennes liaisons augmentées des nouvelles, est, à plus forte 
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r*is(Mi, compatible avec les andeaiMs liaÏMas senleniMit. 
Si donc nous représentons ce déplacement effectif par «l»„ 
dy,, dz,, nous aurons : 

ou bien, Im l-r^ é> + -^ du + -j^ dtv) == o . 

iVenoos l'intégrale par rapport au temps, pour la durée 
extrêmement petite de l'introduction i on aura , en repré- 
sentant par V(, u^, v>, les composantes de la vitesse V, qui 
succède immédiatement à l'introduction : 

en remarquant que, pendant cette durée, les quantités dx^, 
dy„ dz, ne changent pas , et sont conséqucmmcnt hors de 
l'intégration. 

Cela posé, sçit U une vitesse dooi les composantes sui- 
vant les axes soient respectivement égales à » — »,, u — «(, 
w — w,. La vitesse initiale V, qui av,u etw pour projec- 
tions, est la résultante de la vitesse U et de la vitesse V, 

dx, du, dx, ,T 
qui a pour projeclioDS v„ u, et 10, ou tt^> "^' t; ■ IJ wt 

donc ce que nous avons nommé antérieurement la vitesse 
perdue, et V, la vitesse conservée. 

LVquation précédente devient, en introduisant ces nota- 
tions : 

o = 2m}e, (p — »,)-»- «4 (» — «,) + ir, («p — tP,)! 
= 2mCV,««(U,V,). 
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D'an autre cAlé, puisque V est la résultante de Uet de V,, 
on a : 

T» = l' + Vj + 2 U V, cos (U, V,) . 

et par suite, en muUiplianC par ^ m, et Taisant la somme de 
toutes les rdations aoalt^es pour les divers point» maté- 
riels du système : 

2imT'=2ïmVÎ + 2;ml]'+2niUV,cos(D,V,). 

A cause du résulut prëcÀlent, cette équation se réduit à 
celle qu'on connaît déjà : 

On démontrerait de la même manière le théorème relatif 
i la rupture brusque des liaisons. 
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MOUVEMENT RELATIF. 



CHAPITRE PREMIRB. 



lAnNTTtONS ET PROPOSITIONS PRELIMINAIRES. 



160. — Jusqu'ici nous avons supposé qae les aies de co- 
ordoDDëes auxquels ou rapportait le mouvemeut étaient 
fixes dans l'espace; en sorte que le mouTement des points 
matériels considérés était leur mouvement réel ou absolu. 
Par suite, les relations établies entre ces mouvements et les 
forces correspoudantes étaient les relations qui leur conve- 
naient véritablement, et qui permettaient de trouver la va- 
leur des uns en fonction de celle des autres. 

Il n'en serait plus ainsi si les axos de eoordoniices étaient 
eux-mêmes doui's d'un ccrtiiin mouvement dans l'espace. 
Alors, pour ub observateur placé sur ces axes et entraîné 
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avGc eux , les points maiériels pnraltraîeDt avoir un autre 
mouvement que celui qu'ils ont réellement. Ils pourraient 
même sembler se déplacer lorsqu'ils seraient au contraire 
absolument invarinbles. En d'autres termes, l'observateur 
dont nous parlons constaterait ce qu'on est convenu de nom- 
mer le mouvement relatif de ces points matériels. Par suite, 
les relations qu'on établirait entre ce mouvement, tel que 
l'observation le manifeste directement, et les forces qui sol- 
licitent les mobiles seraient essentiellement erronées, et con- 
viendraient, non aux forces réelles, mais aux forces qui 
semblent les mouvoir, et que pour cette raison on nomme 
forcet apparente*. 

Ainsi, on appelle mouvement relatif i'un point matériel 
ou d'un système de points, le mouvement qui s'effectue par 
rapport à des axes de coordonnées mobiles. On appelle force* 
apparente* celles qui semblent agir sur les points matériels, 
ou qui seraient capables de produire ce mouvement relatif 
envisagé comme un mouvement absolu. 

Les forces réelles ne produisant pas le mouvement relatif, 
mais bien un mouvemeut réel qui diffère essentiellement de 
ce mouvement relatif, on appelle force* fictive* les forces 
qui devraient être combinées avec les forces réelles pour en- 
gendrer le mouvement relatif traité comme un monvement 
absolu. En d'aaires termes, les forces fictives sont des fmxes 
qnî, combinées avec des forces réelles, conserveraient au 
mouvement des points matériels son même aspect , si les 
axes cessaient tout à coup d'être ro(Ailes et devenaient de 
véritables axes fixes. Au moyen de l'introduction des 
forces ridivcB , l'observateur, entraîné tout à l'heure avec 
les axes mobiles, ne s'apercevrait pas qu'ils sontdevâans 
' fixes. 

Lesproblèmesque le présent livre a pour objet de résoudre 
sont les deux suivants : 

1* Ëtaut connu le mouvement de» axes de coordonnéee 
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mobiles, ainsi que le mouvement relatifdespoiais matériels, 
trouver les Torces réelles qui les sollicitent; 

3° Etant connu le mouvement des axes ainsi que les forces 
réelles qui sollicitent les points matériels, trouver leur mou- 
vement rclaUf. 

Subsidîairemeiit, la solution de chacune de ces deux ques- 
tions permettra de déterminer les forces Actives, ou, ce qui 
revient au même, le groupe des forces apparentes. 

161. — Pour obtenir ces résultats, nous démontrerons 
un certain nombre de propositions préliminaires. Mais, dès 
maintenant, il est bon de faire sentir la haute utilité des 
problèmes que nous avons en vue. On peut dire qu'ils sont 
les seuls qui aient véritablement une portée objective, et que 
les livres précédents ont traite d'une pure abstraction, dont 
l'unique objet était de fuuriiir une base aux déductions ac- 
tuelles. Car, dans la nature entière, ou tout an moins dans 
notre système planétaire, il n'y a pas un seul point qui soit 
réellement fixe. La Terre, à la surface de laquelle s'accom- 
plissent la plupart des mouvements qu'il nous importe d'étu- 
dier, est douce d'une rotation autour de son axe des pdies 
et d'un mouvement révolutif autour du Soleil. Cet astre lui- 
môme, qu'on avait longtemps cru immobile dans l'univers, 
est réellement emporté) dans l'espace avec une vitesse con- 
sidérable, dont la valeur et l'exacte direction sont d'ailleurs 
encore inconnues. 11 serait donc impossible de faire choix 
d'un système d'axes de coordonnées qui ne fût pas eu 
mouvement. Nous sommes destinés h n'étudier jamais que 
des mouvements relatifs ; ce qui rend extrêmement désirable 
de coDuatire les éqnations exactes qu'on peut établir entre 
ces mouvements et les forces réelles. Sans cela nous serions 
exposés il prendre pour une force réelle ce qui serait une 
force apparente, et, par suite, nous commettrions les plus 
grandes erreurs dans notre appréciation des propriétés mé- 
caniques de la matière. 
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Si, malgré cet obstacle fondamcatal à l'étude directe des 
pfacnomcDes du mouvement, nous avons pu établir la (héorie 
des mouvements absolus , et , ce qui semble surprenant , la 
baser sur robsenalion naturelle clte-mème, c'est que, grâce 
aux énormes dimensions de notie planète par rappoit aui 
positions relatives des mobiles que nous y considérons, ou 
peut envisager généralement le mouvement des axes coor- 
donnes comme identique à celui de tous ces corps eux- 
mêmes : car les uns et les autres participent à la vitesse 
quelconque de la région terrestre qu'ils occupent : en sorte 
que ce mouvement commun iiluilue pas sur les mouvements 
i-elatirs, ainsi que nous Tavous exposé dans noti% loi fonda- 
mentale. D'où résulte que tes équations qui conviennent aus 
forces et aux corps dans ces mouvements relatifs convien- 
draient encore si le globe était dans un repos absolu. Mais 
on conçoit que celle circonstance avantageuse ne se pré- 
sente pas pour les mouvements â grande portée, comme ceux 
de l'astronomie. Si de leur observation on voulait déduire 
immédiatement les forces réelles correspondantes, on com- 
iiiellrait de grossières eri'curs dues à l'influence du mouve- 
ment des axes auxquels on aurait coutume de les rapporter. 
La théorie du mouvement relatif est donc de première né- 
cessité en astronomie. Dans les phénomènes terrestres eux- 
mêmes, cette connaissance pouixa être fort utile, non au 
point de vue du mouvement absolu, — comme nous l'avons 
expliqué plus haut, — mais au point de vue des mouvements 
que nous i-éalisons autour de nous, comparés les uns avec 
les autres. Pour n'en citer qu'uti exemple, nous dirons que 
dans un corps solide réel, — où les molécules, comme ou 
sait, ne restent pas à des distances invariables, mais subis* 
sent cnti'c elles de très-petits déplacements, — il peut être 
foi-t intéressant d'étudier ces mouvements relatifs , abstrac- 
tion faîte du mouvement géuéial du corps lui-même. La 
théorie que nous nous proposons d'établir permet d'ap- 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



PBOroSlTIONS PRËLIMINAISES. 361 

préckT la valeur des forces capables de ces petits dépla- 
cements. 

163. — Comme deniièi'cs définïtioiis, indispensables à ce 
qui va suivre, nous rappellerons certains termes, dont nous 
avons déjà fait usage, et dont il importe ici de préciser net- 
tement le sens. 

On nomme tolide géométrique un système de forme in- 
variable ou dans lequel les distances mutuelles des points 
restent constamment les mêmes. Ces solides sont dits géo- 
métriques par opposition aux corps solides naturels ou phy- 
tiquet, dans lesquels les particules ne gardent point les 
mêmes distances relatives pendant le cours du mouvement. 
Les solides géométriques ont d'ailleurs une forme quel- 
conque, et les points matériels sont plus ou moins noni- 
bieux, plus ou moins espacés, sans aucune analogie néces- 
saire avec les corps effectifs. 

Lorsque le mouvement d'un système invariable s'effectiie 
de telle façon que tous les points matériels décrivent des 
trajectoires égales et parallèles, on désigne ce mouvement 
sous le nom de iranêlalion. Il est clair qu'en pareil cas la 
vitesse est la m6me pour tous les points : celte vitesse com- 
mune est fréquemment appelée vttegie de tranilation. On 
voit aisément qu'un solide géométrique ne saurait avoir de 
translation s'il possède quelque point fixe; et que, s'il y a 
quelque point assujetti à demeurer sur une courbe ou sur 
une surface donnée, la translation ne peut avoir lieu que 
parallèlement à cette courbe ou à une ligne tracée sur celte 
surface. Ou voit également que toute droite menée arbitrai- 
rement dans le système se transporte parallèiemeiil h eUe- 
même. 

Lorsque le mouvement du système consiste h tourner au- 
tour d'uue droite, on nomme ce mouvement rotation. Dans 
ce tas, tous les points matériels décrivent des arcs de cercle 
parallèles , perpentliculaires à la droite Qxc, et proportiou- 
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nets à leurs distances à cette droite. On peut exprimer la vi- 
tesse de tous les points en fonction de celle de l'un d'eux : car 
ta vitesse d'un point quelconcjue est égale à celle du point 
choisi, mnltipliée par le rapport des rayons. Ordinairement 
le point qu'on choisit est celui qui est situé à l'unité de dis- 
lance, et on désigne sa propre vitesse sous le nom de vitette 
de rotation ou de viteue angulaire. La vitesse d'un point 
est donc égale à la vitesse de rotation multipliée par le rajroa 
dn point considéni. — La vitesse angulaire elle-même, qui 
n'est que la vite&se absolue d'un certain point , est égale, 
d'après la définition générale du n" k, à la limite du rapport 
de la longueur parcourue au temps, ou de l'arc décrit au 
temps, puisque, le point clantsitué à l'unité de distance, l'arc 
et l'angle décrit ont la même valeur oumérlque. La droite 
Bxe autour de laquelle tourne le solide se nomme axe de ro- 
tation. — On remarque immédiatement que, pour qu'un 
pardi mouvement puisse avoir lieu, Il Ihut que le système 
n'ait d'autres points Axes ou assujettis que ceux qui se trou- 
vent sur l'axe de rotation. 

Pr*p»siUMi |HP«Mlére. 

163. Lorsqu'un système invariable possède un point Axe, 
son mouvement, quel qu'il soit, consiste, à chaque instaol, 
à tourner autour d'une certaine droite passant par ce point 
fixe. 

Soit le point fixe du système, M et M' deux points quel- 
conques, M V et M'V les directions de leurs vitesses à l'ins- 
tant considéré. Pendant le temps infiniment petit suivant, la 
droite OM décrira un élément de surface conique, situé 
dans le plan des deux droites OM et MV; et tous les points 
de cette droite parcourront des cléments rectilignes, con- 
t«iHiB dans l'élément plan, parallèles entre e«x el perpendi- 
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cnlairee à la direction OM. Si dtHic on conçoit uo plan mené 
par OM, normalement à l'élément plan décrit, et entraîné 
^ dans le mouvement de la 

droite OM, tous les points de 
ce plan décriront des clé- 
ments rectilignes qui lui se- 
ront perpendiculaires ; ce 




ment doit consister à tour- 
ner autour d'une certaine 
/y' droite passant par le point 
"B- »• et contenu dans ce plan 

lui-même. On verrait, de la même manière, que le mou- 
vement d'un second plan mené par OM', et normal au plan 
des deux droites OM' et M'V, doit consister à tourner 
autour d'une certaine droite qu'il contient et qui passe par 
le point 0. 

L'intersection des deux plans normaux est la seule droite 
autour de laquelle ils puissent tourner en même temps. Donc 
le système entier tourne autour de cette intersecliou, qui 
reste immobile à la fois dans le solide et dans l'espace, et 
qui est conséquemment l'a\e de rotation. Mais cela n'est vrai 
que pour un temps infiniment court ; car, aussitât après, OM 
et OM' décriront de nouveaux éléments de surfaces coniques 
qui ne seiont pas dans les mêmes plans que les anciens. Par 
suite, les deux plans normaux n'auront plus les mêmes di- 
rections, et leur intersection cliangera, tout en continuant 
néanmoins de passer par le point fixe. Ainsi, pendant ce 
deuxième instant, ce sera un nouvel axe et une nouvelle ro- 
tation. La perpétuelle mobilité de l'axe lui a fait donner le 
nom d'axe inttimtaue Je rotation. 

Le mouvement quelconque d'un système solide, assujetti 
à pirouetter autour d'un point fixe, se réalise donc par la 
saccession d'une infinité de rotations de durées infiniment 
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petites, à chacune desquelles correspondent DU axe. inslan- 
tanë.ct nne vitesse diO'éi'ente. 

Cette conception est de mùnic nature que celle de lu trans- 
lation d'oD point unique. Pour se rendre compte de la tra- 
jectoire de ce point, on imagine qu'il décrit successivement 
une infinité d'clémeuu rectilignes dont l'ensemble constitue 
la courbe conliuue. 

Remarque, — L'axe instantané change bien évidemment 
de position à la foit dans le corps et dans l'espace, d'un 
instant à l'autre ; ou plutdt , c'est à chaque instant une nou- 
velle aie de poinu immobiles du corps qui sert d'axe de ro- 
talion, et cet axe ne se confond pas, dans l'espace, avec la 
place qu'occupait l'ancienne file des points, puisque l'inter- 
section des deux plans qui le dùlerminent a changé de direc- 
tion. Ainsi, c'est une nouvelle ligne tnicée dans le système, 
et cette ligne occupe une autre position. — Béciproqaemeiit, 
l'axe instantané ne peut rester le mtime dans le solide sans 
demeurer immobile dans l'espace. 

Pr*p«>ltl«H deaxIéHe. 

164^ — Le mouvement é'étnentaire d'un systèiAe inva- 
riab'e i|uc1conqiic peut éire décomposé eu une translation . 
égale au mouvement absolu 
d'un de ses points , ei une 
j. rotation autour de ce point 
considéré comme un poiDl 
fixe. 

Swii M, M', M", ... des 

points du s][stèmp, qui, dans 

le mouvement quelconque 

de «clui-ci, parcourrni , pen- 

d.iui un temps inrmiinentpitit, les éicmcuis rectilignes M \, 
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M'N', M"N". .. c) occii]»!!! conséqiieniTncnl les positions 
N,N',N"....aubotit de l'insiani i-onsi'lcré- J'' dis qu'on piuL 
omenor lous ces poînu h ces diverses position:', en imagiDant 
qu'ils participent rous à nae iranslaiîonégileati mouvement 
do l'un d'eux, dn point M, par exemple, etqnlls rffectuent, 
en outre, une rotation amour d'un ax.e instantané passant 
par ce même point. Prenons, en effet, M' m', M" m"..., égaux 
et parallèles h MN. La seule translation du système, repré- 
sentée pir MN, amènerait ces divers points en N,m',in",.... 
Mais d'un autre c6té on sait que le système peut être amené 
de lu position Nm'nt".. . à h position NN'N".... par une 
rotation autour d'une droite passant par le poiul N : or, 
par liypollièse, ces deux positions conviennent également à 
l'invariabilité de forme du .<ysième. Donc le système peut 
être amené delà position MM'M".... à lu position NN'N".... 
1° au moyen d'une truiishition égale au déplacement du point 
M ; 2° !in moyrn d'une rotation autour de ce point considéré 
comme fixe. 

On peut continuer le même raisonnement pour tont le 
cunrs du mouvement, et l'on voit que le mouvement total dn 
solide, au l'outd'nn temps quelconque, est repiéseoié par 
ua<- peipéluel e coml)iii:iison de trans':itions égales aux dé- 
plucements d'un des points, et de rot:ition3 autour d'axes 
iiistanlanés, entraînés par ce point le long de sa. tiMJecloirp 
abs'iluc. 

Bemurque. — On peui varier à l'infini la combinaison 
d'une translation et d'une rotation pour produire le mouve- 
ment clémentaîre effectif d'un solide géométrique : car le 
point choisi dans la démonstration qui précède, pour don- 
ner le mouvement de translation, est pris lout h fait arbi- 
trairement, et rien n'empêche d'en prendre un autre à la 
place , pour lequel la translation et la rotation nécessaiie- 
mcnt différentes , se composeront toujours néanmoins en 
un même mouvement effectif du système. 
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De plus amples développements seront donnéâ ultérira- 
rement à ce sujet dans la Mécanique spmale, quand nous 
nous occuperons en particulier des corps solides. Ce que 
nous présentons ici est uniquement destiné à IVtude du 
mouvement relatif en général, ou plutôt doit nous permettre 
de tenir conveuablement compte du déplacement des axes 
mobiles, qui constituent de véritables systèmes de foime 
invariable. 



Prop*dll«m froisléwe. 

165. —Lorsque les axes de coordonnées mobiles pos- 
sèdent une simple translation, le mouvemeni absolu d'un 
point matériel s'obiienl en composant sun mouvemeni rela- 
tif avec le mouvement des axes mobiles. 

Soit M tin point matériel, 
^ dont le mouvement est rap- 
porté h un système d'axes 
OX, OY, OZ, doués eux- 
mêmes d'une translation 
dans l'espace. Soit MN 
^ te mouvement absolu de ce 
point matériel, pendant un 

_ temps t, etOTC', D'Y', O'Z' 

la position dus axrs mobiles 
au bout du même temps. Le 
mouvement relatif du point 
Hf. M. M sera son mouvement réel 

observé des axes 0'X',0'Y',OT,comme si ceux-ci étaicntres- 
lés fixes. On ne changera rien à l'aspect des choses, en impri- 
mant à l'ensemble des axes et du point matériel un mouvement 
commun. Or, imprimons un mouvement qui ramèneles axes 
à leur position primitive. Le point N se trouvera alors trans- 
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poiié en m, qu'on détennine en menant Ni» égal et paral- 
lèle à (y. Le point m sera la position relative du point ma- 
ti4riel an bont du temps /, c'est-à-dire sa position appréciée 
comme si les axes de coordonnées éuiient restés fixes. Au 
lieu de ramener les axes eu une fois après le mouvement 
MN, on peut supposer que le mouvement commun ait èié 
introduit dès l'origine, et de manière à maintenir constam- 
ment les axes à la même place, en sorte que le mouvement 
Mm se dessine graduellement aux yeux de l'observateur, 
au lieu du mouvement réel qu'il ne peut constater directe- 
ment. 

D'où il ressort qu'à tout moment les choses se passent 
pour l'observateur comme si le mobile possédait, non son 
mouvement réel M N, mais une combinaison de ce mouve- 
ment avec un mouvement Nm égal et contraire à la trao»- 
lation des axes. En d'autres termes, le mouvement réel 
résulte de la composition du mouvement relatif avec la 
translation ; ou bien le mouvement relatif résulte de la com- 
position du mouvement réel avec une translation inverse de 
celle des axes. 

Comaqueneet. 

1" A tout instant, la vitesse réelle est la résultante de la 
vitesse relative et de la vitesse de translation. 

2° Si l'on projette le mouvement absolu sur une droite 
quelconque, l'accélération de ce mouvement projeté est 
égale à la somme des accélérations de la vitesse relative et 
de la vitesse de translation, également projetées. 

On peut dire aussi que l'accélération du mouvement relatif 
projeté est égale à la différence des accélérations de la 
vitesse réelle et de la vitesse de translation, également pro- 
jetées. 

3° Si la translation est uniforme, l'accélération du mou- 
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vemenl relatif projeté psl égale à l'ucoéléraiion du mouve- 
ment réel, également projeté. 

W Si le mouvement réel est nul, le mouvement relalir est 
égal et contraire à la ti-anslaiion. 

5* Si le mouvement relatir est nul, c'est-à-dire si le point 
est en repos relatif, le mouvement réel est égal à la liatis- 
lation . 



Pr*posilUn ^Mlricae. 

I6fi. — Lorsque les axes de conrdonnées mobiles pos- 
sèdent une simple rotation, le mouvement absolu d'un point 
matériel s'obtient en composant son mouvement relatif avec 
la rouiion des axes mobiles 

Soit M un point matériel 
T /l ^^ *''*'" '* mouvement »st rap- 

porté à un système d'axes 
doués d'uae rotation autour 
d'une certaine ligne fixe. 
Soit IK cette droite fixe, 
"^ M N la couriie réelle, décrite 
rig. 31 par le point M , 9U bout du 

temps f , et V I T l'angle dont le système des axes coorflonH4''s 
a tourné tout d'une pièce autour de la l'giio I K, au bout du 
même temps. La rotation est indifféremment variée ou uni- 
forme. C'est celte rotation qui aura pour elTct de dissimuler 
it l'observateur le véritable mouvement du point M, et de lui 
fïiire attribuer à ce point une position autre que N, à cause, 
précisément, de ce que le mouvement est rapporté aux axes 
comme si ceux-ci étaient fixes. 

Rien ne nous empêche , dans la position actuelle du point 
matéi'iel en N, de faii-e tourner le système des axes et de ce 
poiut matériel, supposés invariablement liés, d'un angle 
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NCméga) à VIT, mais engendré en sens conirairc, de telle 
aoile que, lorsque le point N est en m, la ligne TI coïncide 
avec VI, et, par saite, les axes mobiles sont remis dans leur 
position primitive comme si leur mouvement roiatoire 
n'avait pas eiisté. Il est clair que la rotation que nous im- 
primons acinellemeut aux axes et au point matériel ne 
change aucune distance mutuelle, et par conséquent n'al- 
tère pas la position relative du point matériel par rapport 
aux axes mobiles. Le point m représente ainsi la position 
réelle N, appréciée par l'observateur comme si les axes 
étaient restés fixes. 

Au lieu de ramener les axes en une fois après le mou- 
vement MN, on peut supposer que la rotation commune 
soit imprimée d'une manière continue, au fur ei à mesure 
du déplacement réel du point M, et de telle sorte qne les 
axrs de coordonnées soient constamment maintenus h la 
même place. Alors la trajectoire Mm se dessinei'a graduel' 
lement aux yeux de l'obseryntenr, et lui représentera la tra- 
jectoire réelle M H qn'il ni voit pas directement. 

T^es choses se passent donc à tout moment pour l'obser- 
vateur comme si le mobile possédait, au lieu de son mou- 
vement réel , un auirc mouvement résultant de la compo- 
sition de ce mouvement réel avec un mouvement égal et 
ctmtraire à la rotation des axes. Ainsi le mouvement réel 
peut s'obtenir en composant le monvemenl relatif avec la 
rotation; ou, ce qui revient au même, le mouvement relatif 
s'obtient en composant le mouvement réel avec une rotation 
inverse de celle des axes. 

CoHtéqtiencet. 

f A tout insuut, la vitesse réelle est la résultante de la 
vitesse relative et de la vitesse de rotation. 
Nous ferons remarquer que cette vitesse de rotation dé- 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



tTO m'as ir. — uotivEUENT relatif. 

pead à la fois el du laouvemeiit rolaloire des axes el du 
mouvement rclatir. En effet, elle e&i égale, ù chaque iusUBt, 
it la vitesse angulaire muliipliée par la distance du point 
matériel à t'axe de lotatiun. (k*, cette distance dépend uni- 
quement du dépLacement relatif: car, si le déplacement rela> 
lif était nul, elle demeurerait constante. 

f Si I on projette le mouvement absolu sur une droite 
quelconque, l'accélération de ce mouvement projeté est 
égale à la somme des accélérations de la vitesse relative et 
de la vitesse de rotation , également projetéesj^cette vitesse 
de rotation étant toujours, bien entendu, rapportée à la po- 
sitiou du mobile relativement à la droite fixe). 

On peut dire aussi que l'accélération du mouvemest rela- 
tif projeté est égale à la différence des accélérations de la 
vitesse réelle et de la vitesse de rotation, également projetées. 

8* Si te mouvement réel c3t nul, le mouvement relatif est 
égal et contraire à la rotation : ce qui signifie que les objets 
semblent tourner autour de la droite fixe du même angle 
dont tournent tes axes de coordonnées eux-mêmes, mais en 
sens inverse. 

C'est l'apparence qu'offre perpétuellement l'aspect du ciel. 
Les corps stellaires semblent tourner autour de l'axe ter- 
restre, et décrire chaque jour une circonférence entière, 
tguoiquecesoîtla terre qui, en réalité, tourne sur elle^nâne, 
et que les dtoiles puissent être considérées comme immo- 
bîlee. Les étoiles ont bien aussi un mouvement réel , mais , 
va l'extrême éloignement, ce mouvement niniine pas sur le 
phénomène obsené. 

U° Si le mouvement relatif est nul , c'est-à-dire si le point 
est en repos relatif, le mouvement réel est égal à la rotation. 
C'est l'apparence qui se manifeste pour la plupart dos objou 
autour de nous. Ils nous semblent immobiles , parce qu'ils 
paiticipent réellement à notre propre rotation. 

MetnarqiM. — Si le point matériel passe , à un oeiiain 
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moment, par l'axe de rotation, la vitesse angolaire est nulle 
pour lui, àcemomentprccis.ct sa vitesse réelle est simple- 
ment égale à sa vitesse relative. 

Mais cet étal ne dure qu'uo instant, car, immëdialement 

après, le point matériel, par suite de son mouvetnenl, quille 

l'axe, et la vitesse de rotation se rétablit pour lui aussitôt. 

L'accélération qui , conséquemincnt , n'est pas nulle ù cet 

instant, peut loi^ours être exprimée en fonction de la vitesse 

u ^ relative et de la vitesse de 

^-f' rotation des axes à ce môme 

^^ I instant. Car soit M la posi- 

ïf^— — ■ ^ Y 'ion du point matériel , ac- 

Fig. H, luellement sur l'uxe de rota- 

tion ML Dans un temps infioiiDent petit dt , le point M 
viendra en N, en vertu de sa viiesse relative ; par suite de 
la rotation des axes, il décrira aussi , du point C comme 
centre, avec NC pour rayon, autour do l'iixc Hl, un arc de 
cercle ëléineniaJre, dont l'angle sera égal à uidi, en appelant 
u In vitesse angulaire , et le rayon à V, dt sin d, en appe- 
lant Vc la vitesse relative, et h l'angle N MC ; en sorte que 
cei arc de cercle , qui est un infiniment petit du second 
ordre, a )K)ur valeur uVr sin d.<i/'. D'un autre c6lé, si cp est 
l'accélération, t un temps quelconque, et a l'arc parcouru 
pendant ce temps, on sait qu'on a en général : 

, , Il ' 

a = î (ft' ou ç = — j . 

Ici l'arc s est égal à wV, sin i. df, le temps r est égnl à 
dt, il en résulte : (f^SuV> sin 3. 

Propoullloa elntinléaie. 

167. — Lorsque tes axes de coordonnées mobiles possè- 
dent un mouvement quelconqnc, le mouvemciU absolu d'un 
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point m a (ôrîel s'obtient à chaque instant en composant son 
inonvement relatif uvec celui qull possèderuit, s'il ôtait tout 
à c(Hip învariublemonl lie aux axes mobiles. 

En effet, prenons le point géométrique qui c»incide artuel- 
lement avec la position effective d» point matériel, et sup- 
posons-le invariablement lié aux axes mobiles. Le mouve- 
ment de ces derniers, qui constituent un système de forme 
invariable, pourra être décomposé en une translaiiou égale 
au déplacement de ce point géométrique, et une rotation 
autour d'un nxe instantané passant par ce mi^me point. 
Nous nous trouvons ainsi dans le cas, à la fois de la pi-o- 
position III et de ta remarque de la proposition IV. Si donc 
nons imprimons aux axes mobiles un mouvement contraire 
de (ranslatioii el de roution iuslantanées , qui les main- 
tienne au repos , nous voyons que la place réelle occupée 
par le point matériel , au bout du temps dt, est donnée par 
la composition de son déplacement relatif avec son dépla- 
cement à'enirainemettt; ea entendant par lit le déplacement 
qui résulterait pour lui de sa soudaine liaison invariable 
avec les axes mobiles. Quant au niouvemeni de rou-nion 
instaDtaiiée, il n'influe pas sur la posit on du point matériel, 
ptiisque c'est un infiniment petit du second ordre par rap- 
port à des inlîniment petits du premier ordre, ainsi qu'on 
l'a vu daus la rem^irque précitée. Il u'eiilre en ligne de 
compte que pour l'accélération, qu'on a vue être représeniée 
par uVr sin 5. Quant à la vitesse de rotation , elle est nulle 
à l'insiant considéré, loujutirs pour le même motif. 

N. B. Nous désignerons désormais par le terme àe rota- 
tion compote'e le mouvement qui résulte pour le point ma- 
tériel de la rotation instantanée du système. L'épithète de 
eompotée est destinée à rappeler qtte , tandis que la vitesse 
angulaire dépend uniqiiemeiii du mouvement pi-opre aux 
axes mobiles, le rayon de l'aiv décrit datis cette rotation 
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par le poim matériel considéré dépend dt: la grandeur et 
de ladirct'iiun de sa vitesse relative. 



Conte'quetieet. 

l" A tout instant, la vitesse réel e est la rt'suiaiitc Je la 
vitesse relative et de la vitesse d'entraînement. 

2° Si l'on projette le mouvement absolu sur une droite 
quelconque, l'accélération de ce mouvement projeté est 
éga'e à la somme des accélérations des mouvements d'en- 
irjliiement et de rotation composée, également projetés. 
On peut dire aussi que l'accélération du mouvement relatif 
projeté est égale à la diflërence des accélérations des moa- 
vements d'entraînement et de rotation composée, également 
projetés. 

S' Si le mouvement des axes se réduit à une simple trans- 
lation, la rotutiun iostantanée est nulle ; l'entraînement 
devient égal à la translation, et l'un rciombe sur les consé- 
quences du n" I6S. 

U' Si le mouvement se réduit à une simple rotation, on 
rapportera le mouvement des axes, non plus au mouvement 
du point supposé invariablement lié, mnis au mouvement 
d'un point sîtné sur l'axe de rotation lui-même. Alorsl'eo- 
tralnement disparaît, cl l'on retombe sur les conséquences, 
du n" 166. 

5° Si le mouvement l'elatifcst nul, c'est-à-dire si le point 
matériel est en repos relaiif, la rotation composée est cons- 
tamment nulle, puisque ce point ne quitte pas l'axe de ro- 
tation instantanée, et, par suite, le mouvement réel se réduit 
au seul mouvement d'entraînement. Cela doit dire, car alors 
le point matériel n'a évidemment |ins d'autre mouvement 
que celui qui résulterait pour lui de sa liaison invariable 
avec le solide géométri(|ue formé par les axes mobiles. Cei le 
circonstance se produit pour tous les corps placés autour 
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de nons, et en repos reltiiit Les a\es coordonnés, auxquels 
00 rappurtc kur niouvcmcnt, ne sont pas simplement ani- 
mes d'une i-otalioii pi-ovenanl de la relation de la lerre elle- 
même, mais aussi J'une translation, par suite de ce que la 
teire se li'ansportc autour du soleil. Le mouvement de ces 
crps, qui nous semblent en repos, est égal, en réalité, à 
l'entralDemeiit qu'ils subiraient, s'ils éialent invariablement 
lies aux axes de coordonnées teiTcstres. 

6* Si le mouvement réel est nul, le mouvement relaiifesl 
égal etconiiaireàcelui qui résulte de l'entratuemenl , ci, en 
projection, l'iiccélération relative est égale & la différence 
d- s accëlcralions d'entraînement et de lolation composée. 

Attire» contèquencei. 

7' Si l'on conçoit une Torce capable de ptoduire l'entraî- 
nement du poini matériel, cl une autre force capable dn pro- 
diiin; sa rutation composée, ces deux forces combinées avec 
celles qui pruduiraieni le monvemeni relatif auront pour 
résutiante la force réelle, 

Bcciproquement, tn force capable du mouvement n-laiif, 
ou ce qire nous avons nommé la force apparente, est la ré- 
sultante de la foicc réelle et de deux forces fictives égales 
et contraîi es aux deux forces d'entraînement et de rotation 
composée. 

8" Si l'on projette le tout sur une droite quelconque, h 
composaiiie de la force réelle sera égale A la somme di-s 
accétéralions des inouvL'ments relatifs, d'entraînement et de 
rotation compos4>e, miiliipiiées par la masse du point ma- 
tériel. 

Réri|iroqucmcui, rnccêlcralionilu mouvement relatif sera 
égale h. la compos^mte de la force réelle, moins le pro luit 
de la masse par la somme des accélérations des mouvements 
d'entraînement et de rotation composée. 
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Ce sont là justement les deux problèmes que uous avons 
indiqués au n' 160, et dont la soluiîon ne nëcessJte plus que 
la connaissance des grandeurs et des directions des vitesses 
d'entralnemenl et de rotatiun composée. Il est visible qu'on 
pourra les obtenir en fonction : 1° de la position relative du 
point maiéi'iel, à l'instant considéi'ô; 2* du mouvement 
propre uux axes de coordonnées mubiles. Dans les deux 
problèmes , on n'aura h déterminer qu'une seule catégorie 
d'inconnues, savoir : la force réelle pour le premier, ei le 
mouvement relatif pour le second. 

Le chapitre suivant a pour objet d'exprimer les vitesses 
d'entrainrmcnt et de rolaiion composée eti fonciion des 
coordonnées mobiles et du mouvement des axes, ei, p:ir 
suite, de résoudre complètement les problèmes qu'on a 
énoncés. 

On n'^iura cvidemuient aucune dîfliculté pour étendre la 
solution au cas d'un système de points matériels. Car, pour 
chacun de ces points , considéré isolémcnl , les vitesses 
d'entraiiiement et de rotation composée se déterminent de la 
même manière, c'est-ii-dire en envisageant le mouienient 
qui résulterait pour ce point de sa liaison invariable avec 
les axes mobiles, et de la rotation instantanée du solide 
autour d'un axe passant par ce point : c'est-à-dire que cha- 
que point matériel aura son entraînement et sa rotation 
composée, différents de l'entraînement et de la rotation com- 
posée des antres ; mais, pour chaque point, ces quantités 
pourront être exprimées séparément en fonction de la posî - 
tjon relative de ce même point et du mouvement propre aux 
axes de coordonnées. 
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THEORIE CKNËRALE. 



Étant caRnK le meuvtmtRt det axet d» loorâonitiu woMet, ainti qu» 
U moHFïmcNt rtlatif da poinli matirittt, f roHr«r let forcei rétUet qui la 
toUicitenI, ou, ce qui revient au tiUine, trouver leur mouvement abtolu ; 

ou rëcIprtHiueniFni :' 

t'ionl connu le mourcment dn- nj'i'i, et Ui forett tieUet qui toltirilenl 
let poinli malérieli, troutce leur muuvemtiil relatif. 



168. — Ces doux problèmes n'en foinK'iit qu'un earéalilK: 
aussi uous occupcroiis-nous, saus considOmiioD cxclu»ve 
de l'iiH d'eux, dViablir les ralaiions qui existcnl enti-e les dj- 
vei-scs quautilés qui y ftgiircnl. 

Soit OX, OY, UZ, ii'ois axes de coofdonnces rectangn- 
iaii-es absolument fixes duus l'espace, OrXr, O.Y,, 0,Zf trois 
axes re<:tangul»iR>s mobiles qui sout le» axes de cooi-dou- 
nécs du inoavemcut ix.<latir. Le luouvemcut de ces axes 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



THÉORIE GËNÊftArE. 177 

mobiles sera déleiminé par la coonaissance, à tout instant, 
de la position de leur origine et des angles qu'ils forment 
respectivement avec le» 
axes fixes. Nous désigne- 
rons donc par £, y], t;, les 
coordonnées de celte ori- 
gine, et par a, a', a", b, 
h', b" et c, c', e" les co- 
sinas des angles ronnés 
par diacun des trois axes 
"^ mobilesaveclestrotsaxes 
fixes. On sait d'ailleurs 
que les valeurs de ces co- 
pig. u. sinus satisfont à certaines 

équations de condition, qui sont : 



z 


L^ 


m- 


5 


:^r^ 


?r ■ 


; 


a. 


r" 



0) *■ + »" 



+ <."'=1, 


io* + o't'+o"6" 


+ b'" = 1 , 


co + tV + e-'a" 


+ c- = l. 


'fc + *V+6V' 



Le pi-cmicr groupe exprime que la somme des carrés des 
cosinus des angles formés par un même axe mobile avec les 
trois axes rectangulaires fixes est égale à l'unité ; le second 
groupe exprime que les axes mobiles, deux à detix, forroenl 
des angles droits, c'est-à-dire constituent aussi un système 
d'axes rectangulaires. Les neuf cosinus ne représentent 
donc en réalité que trois variables distinctes. 

Cela posé, soit m nn point matériel quelconque du sys- 
tème, dynamique ou géométrique, que l'on considère. Dési- 
gnons par X, y, z les coordonnées mA, AB et OB prises 
par rapport aux axes fixes , et par x., y,, Z' les coordon- 
nées mA, , A,Br et OrBr prises par ni{i(K>rt aux axes mo- 
biles. Les premières seront celles du mouvement absolu ou 
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réd, les secondes celles dn mouvement relatif ou apparent. 
Soit enHn X, Y, Zet L, M, N les composantes suivant les 
axes fixes des forces fntérieHi'e et extérieure qui sollicitent 
le point m. Ce sont lit les composantes de la force réelle 
totale; seulement on a mis en évidence les deux natures 
d'actions qui la constituent. 

Actuellement, il s'agit de trouver, entre ces diverses quan- 
tités, des relations qui permciiciU de i-ésoudre les problèmes 
qui se rapportent au mouvement relatif. 

Les équations dn mouvement absolu du point m sont, 
comme ou sait, les suivantes ; 



d'y _ , „ (f î 

"J-Î-. .-I-.-. — «■jT 7-i-T«=^™ — 



(A) X+L=in~, Y + M=Lm^, Z + K=m^ 



Les coordonnées du mouvement absolu et celles du mou- 
vement relatif, n'étant autres qne les coordonnées d'un même 
point rapporté il deux systèmes d'axes rectangulaires diiïé- 
renu, sont liées entre elles par les équations qui permettent 
de passer d'un système d'axes à un autre, équations qu'on a 
établies en géométrie analytique, et qui sont ; 

I a^ = F, 4- Mr -f by, + cz, , 

(ï) \y = -n-^a'x,-\-b'y +c%, 

( 2 = Ç + a"x, -f- b"y, + e'z, . 

Différenlions deux fois, par rapport au temps, chacune de 

ces trois équations, en remarquant que toutes tes quantités 
qui y figurent doivent participer à la différentiatJon, puisque 
les coordonnées relatives, aussi bien que Toriginb et la 
direction des axes mobiles, varient ii la fois avec le temps. 
Si nous effectuons les calculs, et si nous multiplions de 
part et d'autre par m,, il viendra, en tenaut compte des 
équations (A) : 
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„ /rfr, da Ay, db , dz, dc\ 



(t), 



^'■^■+^1 






relations fort simples en réalité et qui se déduisent immé- 
diatement les dnes des autres par suite de la symétrie des 
quantités. 

Rem&r<|uoi)s, avant d'aller plus loin, que ces équations (C) 
peuvent fournir la solution complète de la question : car 
elles expriment la Torce réelle totale ou le mouvement absolu 
en fonction de quantités qui dépendent exclusivement du 
mouvement relatif et du déplacement des axes mobiles ; en 
sorte que, si ces deux derniers mouvements sont connus, le 
mouvement réel ou les forces qui le produisent s'en dédui- 
sent aussitût) et i-éciproquetnent, si le mouvement réel est 
connu, ainsique le mouvement des aiies, on en déduit Icmou- 
vement relatif du point matériel. D'ailleurs des relations ana- 
logues peuvent être écrites pour chaque autre point matériel 
du système : ce seront tes mêmes valeurs de Ç,n, X„a,h,.... 
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et d'autres valeurs de x, y, z, s,, yr, «,, qui y Agiireront. 
On aura aiosï le mouvement total qu'on se propose de déter- 
miner; el quant à la sépantion des Torccs réelles en forces 
intérieures et en forces exiérieures, elle s'elTectuera comoie 
il a été eiLposé dans le livre précédent, c'est-à-dire au moyen 
des équations de liaisons, il n'y a donc théoriquement au~ 
cune difficulté. 

168(frt>). — Mais les équations (C), sous la forme qu'on 
vient de leur donner, ne révèlent rien directement sur la 
manière dont le mouvement relatif influe sur l'appareDce du 
mouvement réel. Ces équations en fournissent la valeur algé- 
brique, mais elles ne font point pénétrer, pour ainsi dire, 
dans la connaissance concrète du phénomène. Aussi, allons- 
uOus leur fhire subir certaines transformations qui puissent 
mettre les résultats en harmonie avec les propositions dé- 
montrées plus haut, 

A cet eOel, remarquons en premier lieu que si le point m, 
au lieu d'avoir son mouvemenl propre indépendant des axes 
mobiles, était tout h coup invariablement lié avec ces axes, 
et avait pour seul mouvemenl celui qu'il recevrait alors de 
cette liaison, les valeurs de ses coordonnées absolues ne se- 
raient plus les mêmes que précédemment; mais, pour les ob- 
tenir, il suffirait de remonter aux valeurs («)de x,}/, z, et 
d'y supposer que les coordonnées relatives Xt, yr, z, ne va- 
rient pas avec le temps. Car, dans cette bypotbèse, la situa- 
tion du point matériel par rapport aux axes mobiles ne 
change pas pendant le mouvement de ces derniers, ce qui 
revient à exprimer qu'il est invariablement lié avec eux. La 
force absolue capable de donner au point m uu tel monve- 

tPx iPy d^z 
ment serait reprcsenlpc par "«-jtî. "* j^i "t-rrï) ces dé- 
rivées étant prises comme si x,, y., z, étaient indépen- 
dantes du temps dans les valeui's (>), et comme si ^, », C* 
a, a'y a", k... en étaient seuls dépendants. 
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La diflei-entiaiion, faite h ce poiot de vue, donne, pour les 
, . (Px d'y tPz 






dl' 



r + 2.- 



Ainsi, les qualre premiei's termes des seconda membres 
des équalions (C) représentent les composantes, suivant les 
axes fixes, d'une Torce capabie de communiquer an point 
matériel le mouvement qu'il prendrait s'il était tout ù coup 
invariablement lié aux axes mobiles, de manière à former 
avec eux un solide géométrique, aux mouvements duquel il 
participerait dès lors exclusivement. Cette force, que nous 
avons déjà été amenés à considérer dans le premier cbapilre, 
a reçu le nom de forée d'enti-ainement. Keprésentons-eD 
les composantes par X. , Y,, Z,. Il vient en conséquence ; 



(0) 



■V, 






-^^KS -dT+Tù-dr+Te-s)- 

Ayant de pousser plus loin cette transformation, posons 
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c«ruiiaB réftulUU algébriques qui nous serxiroat à simplifier 
les calculs. Si l'on difTéreiitic les six équations (1) qui ex- 
primeot les coaditions auxquelles satisfont, dans tous les cas, 
>, on en tire les six relalions suivantes : 



(2) 



ada -t- a' du! -+- a"da" =: o , 

adb + o'dfr' + a"db" = — {bda + b'da! + b"da") , 
bdb + b'db' + b'W = o , 

cda + (fdà -I- c"do" ^ — (arfc + a'dc' + o"(/c") , 
cdc + e'dc' -|- c"dc" = o , 
Wc + b'dc' + f'rfc" = — {cdb + c**/*' + e'db") . 
Pour abroger, nous éci-irouâ : 

Icdb + c'tit' + e"db" = pdi , 
adc + a'de' -+■ a"dc" = fdi , 
bda + b'da' + b"da" = rdt î 

p, q, r, ôtanl des fonctions convenables du temps, telles que 
leurs intégrales soient égales aux intégrales totales des pre- 
miers membres. On peut considérer tous les cosinus comme 
dépendant exclusivement de ces trois quantités, puisque, 
. selon notre remarque, les neuf cosinus iic représentent réel- 
lement que (rois inconnues distinctes. 

Reprenons maintenant In iransfonnation des équations(D), 
qui se trouvera facilitée par les relations que «ous venons 
d'écrii'e. 

Mulliplions respectiveiDent ces équations (D) par a, a', a", 
et ajoutons-les membre à membre. Dans cette somme, le 

terme -j^i sera multiplié par a*-l-fl"-Ha"', quantité qui 

est égale à l'unité i les termes -^t-jfCt seront mullipliés 
par ai+a'i'+a"^", ac+a'c'+a"e", quantités qui stnt 
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nulles. Des réduciions analogues se produiront dans les 
termes suivants, ea vertu des relations (2) et (3). Finale- 
ment, toutes les simplifications Taîtes, l'équation deviendra : 

fl(X + L) + fl'{ï+S') + o"(Z + N) = oX. + a'Y. + tt"Z.+ 

Mais remarquons que, a, a', a" étant les cosinus des an- 
gles formés par les trois axes fixes avec l'axe des « mobiles, 
et X, Y,... étant les protections sur les mentes axes fixes 
des forces extérieure et intérieure qui sollicitent le point 
m, le premier membre de cette cqnalion représente la somme 
des projections sur l'axe des x mobiles de toutes les compo- 
santes de ces forces, c'est-à-dire la composante de ces forces 
elles-mêmes suivant cet axe. Pareillement, les trois premiers 
termes du second membre représentent la composaute de la 
force d'eotratnement, suivant le même axe des « mobiles. 
Désignons par a, ê, y, les angles de la force réelle extérieure 
avec tes axes mobiles ; de même par >, p, v, a, , Se , y. , les 
angles de la force réelle intérieure et de la force d'entraîne- 
ment avec les mêmes axes. Désignons d'ailleurs par P, I 
et P. ces trois forces, et par r,, ti„ te,, les projections de la 
vitesse relative sur les axes mobiles. L'équation ci-dessns 
peut alors s'écrire : 

m-~ =PcoB«-l- IobX — P.coso, — 2m(^, — m,). 

Si les mêmes calculs qu'où vient de faire sur les équations 
(D),enles multipliantpara, a',a", sont répétés en les mul> 
tiptiant par b, h', k", ou obtiendra une équation semblable à 
la précédente et se rapportant à l'axe des y mobiles, au lieu 
de l'axe des x. ËuBo, en multipliant par c, c', e", on aura 
la relation eoncernaut l'axe des z mobiles. Le système des 
équations (D) se trouvera ainsi remplacé par le suivant : 
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|«-T3^ = PcM8a + Icosl — P.coso. — 2m(^,- rv.), 

(F) /m^' = PcosS+Icos,(A — P.cosg.— 2mK~pœ,), 

I (Pi. 

\ m -Tj- = F cos 7 H- 1 C08 V — P, cos 7. — 2m (pw, — gv.) . 



169. — Nons allons déduire de ces équations plusieurs 
cfHtséqnences iniéres&aiitcs. 

1° Les premiers membres représentent les composantes 
snivant les axes mobiles d'tinc force capable de produire le 
mouvement du point maiériel par rapport ù ces axes consi- 
dérés comme ti\cs. Celte force est donc ce que nous avons 
appelé la force apparente. L'ensemble des trois équations 
nous montre que la force apparente est |a résultante de la 
force réelle ( extéiieure et intérieure) et de deux forces fic- 
tives, dont l'une a été reconnue être égale et contraire à la 
force d'entraînement, et dont l'autre, couséquemment, ne 
peut qu'être égale et contraire à la force de rotation composée. 

La valeur de la foi'ce d'entraînement est fournie par les 
expressions (e) : ses composantes suivant les axes fixes sout 
les suivantes ; 

' /<CÏ iPa^ d'b , d'c\ 

(F) Y. = «(5ïr + ^^rfïr+y^^ + ^-^), 

Os valeurs ne dépendent, à chaque instant, que de la po- 
sition relative du mobile ik ce même instant et des lois 
du mouvement des axes mobiles par rapport aux axes fixes. 

La force de rotation composée a pour projections sur les 
axes mobiles: 
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2m {qw, — ru,) , 2m (rv, — pxv,) , 2m {pu', — qv,). 
Si donc on la désigne par Pc, on a : 
Pc = 2m\/i<fWr — »-Br)* + (rv, — pw.y + (pu, — go.y . 

Ces valeurs ne dépendent, à chaque instant, que de la vi- 
tesse relative dn point matériel à ce même instanl, et des 
quantités p, q, r, c'est-à-dire des lois du mouvement des 
axes mobiles. 

3" Les termes qui figurent dans les équations (F) repré- 
sentent aussi bien les accélcra^ons dn mouvement pro- 
jeté sur les axes que les composunles des Torces correspon- 
dantes suivant les mêmes axes. On retrouve ainsi les résultats 
connus, savoir : que l'accélération du mouvement relatif 
projeté sur une direction quelconque est égale à l'accéléra- 
lion du mouvement réel moins les accélérations des mouve- 
ments d'entrainement et de rotation composée. 

i" Beprésentous par a.,, €c,'7<:, les angles de la Ibrce de 
rotation composée avec les axes mobiles. Les équations (F) 
pourront se mettre définitivement sous la Torme : 



d*x. 



: P COS « + I cas >. — P. C09 ce, — P< C08 OTc , 



(A,) / m~i^-=Pcos6 + Ico8u— P. cosg. — Pccosë. , 

d'z, 
t -TY = P cos 7 + I cos v — P, cas y. — Pc cos yt- 

Nous voyons d'après cela que le mouvement relatif d'un 
point matériel appartenant !\ un système quelconque peut 
être traité comme un mouvement absolu, pourvu qu'on ajoute 
aux forces réelles deux forces fictives égales et contraires 
aux forces d'entraînement et de rotation composée. En d'au- 
tres termes, cnlt'c les coordonnées i-elalives du point maté- 
riel et les composantes de toutes ces forces snivunt les axes 
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mobiles, il existe identiquement les méfiies relations qu'«i- 
Ire les coordonnées absolues et les coni|>osaDlcs des forces 
motinces suivant les axes fixes. 

170. — Ou |>eut donner il la valeur de la force de rolaiion 
composée une autre forme qui mette mieux en évidence la 
manière dont elle agit sur le point matériel. 

Je rcmai'que premièrement que ta direction de celte force 
est peipcndiculaire à deux droites qui feraient avec les axes 
mobiles des angles ayaut respectivement pour comuus les 
quaiuilés : 



V/b; -f a', + w\ ' Vv) + K 



_Ç_ 



Vf-hf + t*' Vp' + f + r^' l/p'H-v' + r»' 

Il suffit, pour le déiooQtFer, de chercher la valeur de 
l'angle que fait la direction de la force avec chacune de ces 
deux droites, et de vc'rifier que le cosinus est identiquemeul 
nul. En effet, faisons le produit des cosinus, deux à deux, 
des angles formés respectivement par la force et par la pre- 
mière droite avec chacun des axes mobiles. Ce produit 
donne, comme on sait, le cosinus cherché : or, le auméra- 
leur est égal à 

V, [qw, — ru,) -t- u, (rvr ~ pir,) + w, (jm, — ^r) , 

quanliléquiseit-duit identiquement à zéro,quandoneflectuc 
les calculs indiqués. On verrait de la même mauiôi'c que le 
numérateur de la fraction qui exprime le second cosinus se 
réduit également à zéro. 

Soit donc M la position du point matériel par rapport aux 
axes mobiles, ù l'origine de l'instant considéré, MVr la di- 
rection de la vitesse relative par lapport aux axes mobiles, 
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et M Ma longueur du déplacement subi pendant l'instant 
dt, en vertu de cette même 
vitesse et par rapport auK 
mêmes axes mc^îles. Soit 
enfin M I la position de 
la droite qui ftiit avec les 
mêmes a^es mobiles des 
aitgles dont les cosinus 




8om rcspeciivenieni égaux à 



. .-— — .- -^^ . Il est clair que la droite MV,, qui est la di- 
reclion de la vitesse relative, fait avec les axes mobiles des 
angles dont les co)>intis sont repn^senlës par - 



- , --. — '-,-^=^ t:, , '. ' . • ; ■ Ces deux lignes MV, et 

M I sont donc celles dont on a p»rl<^ ci-dessus. Puisque la 
force quo nous considérons en ce moment est perpendicu- 
laire à leurs deux directions, elle est perpendiculuîre aussi 
à leur plan -, donc son action sur le point matériel N se ré- 
duit à l'élever normalement au-dessus de ce plan. Mais, 
pendant un temps infiniment petîl, les quantités p, q, r 
peuvent ctrc considérées comme constantes; par suite, la 
direction M I est aussi constante, ou, si. l'on veut, cette droite 
reste immobile. Le mouvement imprimé par la force consiste 
donc à décrire nn arc de cercle infiniment pelil, autour de 
M I comme a\c, avec NC comme rayon, et normalement au 
plan VrM I. .Ainsi, pour le point matériel considéré, la droite 
M lest l'axe insianiuné de roiaiion autour duquel tourne 
le système enlier des axes mobiles, pendant le temps di, 
quand on conçoit le mouvement de ce système comme dé- 
composé en une translation égaleà l'entraînement du point, 
et en une rotation autour de ce même point. Actuelle- 
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ment, supposons que par le point M on mène deux systèmes 
d'axes coordonnés, l'un parallèle aux axes fixes, l'auti'c pa- 
rallèle aux axes mobiles dans leur situation actuelle et in- 
variablement lié avec eux. Les valeurs des angles a, a', 
a", b... conviendront à ces nouveaux axes, ainsi que les va- 
riations que subiront ces angles par suite de la rotation au- 
tour de M I. Les coordonnées du point N, par rapport à ces 
nouveaux axes mobiles, seront égales respectivement à 

puisque M N est la longueur parcourue, pendant l'instant dt, 
avec la vitesse relative. Par conséquent, les coordonnées du 
même point N, par rapport aux nouveaux axes fixes, seront 
respectivement ' 

(«p, + bu, + cw,) dt , {a'v, -t- b'u, + c'tc,) dt , 
(d'v, + 6"Wr + c"rv^ dt. 

Si nous voulons exprimer qu'il y a une rotation înstauta- 
uée autour de l'axe Al I, il Taut différentier ces coordonnées 
du point N, en y l'cgardunt a, b, c, a'... comme dépendant 
seules du temps, et r„ u,... comme ne changeant pas. 
Sôit U la vitesse angulaire de rotation, et a, S, y ses angles 
avec les nouveaux axes fixes ; la vitesse absolue du point N 
sera 11.NC; et on aura, pour les trois axes : 



KC . ii . cos « = ( 0, -^ + «, T- + ro, 



da 



INC. ii.cmS={v,^ + 



da' db' d^\ 



dr^^'H^^-W] 



.,,. ,, / dd' db" dc"\ . 

Multiplions la première équation par a, la deuxième par 
a, la troisième par u", et ajoutons : la somme dos premiers 
membres it-préscntera lu projei:tiou de lu vitesse 11 NC 
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sur l'axe des x mobiles; la somme des seconds membres 
contiendra des quanlités qui figurent dans les relations du 
n" 168 (hit). Si l'on Tait les rëduciions qu'on a indiquées à 
celte occasion, il viendra : 

N(; . 11 cos a, = (yw, — ru,) dt , 

en représentant par a, l'angle rormé par la vitesse relative 
avec l'axe des x mobiles, 
tin obtiendra de la même manière : 

NC. flcoser = (n>, — pw,)rf(, 
NC . ii cos y, = {pu, — qt>,) dt. 

'Faisons les carrés et ajoutons : nous aurons : 

NC,,_, . , 

-^ii — V(qTi!, — ru,y + (tv, — pat,)* + {p«, — ^,)\ 

Mais, si nous désignons par <S l'angle Tormé par la vitesse 
relative M N avec l'axe instantané M I, il vient : 

NC = MN . sin 5 = V,d( sin S ; 

d'où, en substituant : 

ii . V, wn 5 = \/(tfw, — rw,)' + {rv, — pm.y + (p«, — ^,)». 

Par suite, la valeur précédemment trouvée de la Torce de ro- 
tation composée prend la Tonne 

P.= 2mliV, sinîî 

ce qui nous montre que celle force est égale au double pro- 
duit de la masse parla vitesse angulaire et par la vitesse 
relative projet!^ sur un plan perpendiculaire h l'axe instan- 
tané de rotation, et qu'elle est à la fois perpendiculaire ù la 
direction de la vitesse relative et à celle de l'axe instantané, 
On pourrait trouver directement cette valeur par la consi- 
dération géomélriqne d<'jà pi-ésentée dans la remaïqiie du 
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n* 166. Pendant la rotation insiaiitai»^, on pent, en etiel, 
regarder la force comme conManle en grandeur et en direc- 
tion : si donc on désigne vcltc force par P, et par e l'arc in- 
6nïment petit parcouru, on a 



- 1 _ At* A^rtii n — 

di" 



e^ j — rf(', d'oii 



( L'arc e est un infiniment petit du deuxième ordiv, puisque 
le rayon NC et l'angle décrit sont tous deux infiniment pe- 
tits. ) Or, ff=llNC. dt = ilV, sinô.rf/' ; conséquemn^^nt , 
comme plus haut, rc=:3mllV,sind. 

Cette méthode est, comme on voit, beaucoup plus simple; 
mais elle ne doit pas dispenser de la précédente, qui dé- 
montre l'identité de cette valeur de la force avec celle déjà 
trouvée bous une autre forme analytique. 

Remarque. — On peut obtenir une valeur très-simple de 
la vitesse angulaire!^. En effet, on tient de tronver : 

fiV, sin i= \/{qw, — m,)' + [rv, — pw,y + (pa, — jp,)*. 
Or \,^yv\ + u\-i-w], 



rfn î = l/l — cos'î. 

Mais i étant l'angle des deux directions MI et MVr, on 
aura la valeur de son cosinus eu faisant la somme des pro- 
duits, deux ù deux, des cosinus des angles que ces deux 
angles forment avec les axes. Doue, en ayant égard à la va- 
leur ci-dessus de V,, on trouve : 





par 


t^j ?., + ?", + m.. 




et 


suite : 


v^»; +»;+<.■; 






, K(?w,— r«,)'-l-(n,. 


— pa,)'+lpu,- 


r.)- 



Vp* + 9' + r' \/v\ + ^,'hv 
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Si l'on substitue la valeur de V,sm^ dans la première relation, 
on obtient la valeur de ii, qui, toutes réductions faites, est 
la suivante : 

Ainsi la vitesse angulaire autonr de l'aice instantané de ro> 
tation est simplement fonction de p, q, r, c'est-à-dire fonc- 
tion des cosinus des angles que les axes mobiles forment 
avec les a\.es fixes. 

On voit en même temps que les produits de cette vitesse 
par les cosinus des angles que fait l'axe instantané avec les 
axes mobiles sont respecLivemcnt égaux à p, q, r. Ces trois 
quantités représentent donc les projections, à tout instant, 
de la vitesse angulaire sur les axes mobiles. 

ni. — Actuellement, reprenons les équations (Ar): 

!m~ = Pcosa+IcosX — P. cosa, — P. cosoc, 
m ■^' = Pcos6-tiIcosu— P, cos6, — P, cosS,, 
rf»2r 
m -j-7 = P cos 7 -1- 1 cos u — P, cos 7, — P, cos 7^ ; 

et voyons ce que deviennent pour le mouvement relatif les 
différents théorJ^mes démontrés pour le mouvement absolu. 

Nous rappellerons que dans les équations ci-dessus il n'y a 
plus de trace des axes fixes, et que toutes les quantités y sont 
estimées par rapport aux axes mobiles , en sorte que ces 
équations sont bien celles qui convienuont à un mouvement 
relatif dans lequel on fait complètement abstraction de la 
mobilité des axes, et où l'on agit exactement comme si l'on 
avait affaire à un mouvement absolu. 

D'une manière générale, on voit que toutes les propriétés 
du mouvement réel peuvent être étendues au mouvement ap- 
pai-ent, pourvu qu'on adjoigne constamment aux forces réelles 
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deux forces ficlives égales et coiiti-aîres à lu force d'eniral- 
iieineiit et à la force de rotutJoii composée. Dès lors il n*y a 
aucune difllculté à uppropi-ier à ce nouveau mouvcmeDt ions 
les ënoucés qui se rapportent au mouvement absolu. Nous 
pourrions donc nous dispenser d'entrer dans aucun délail à 
cet égard. Toutefois, nous passerons en revue les propriéii^i 
les plus importantes, autant pour familiariser l'esprit avec 
le mouvement relatif que pour faire ressortir un certain 
nombre de conséquences. 

1° QBaaIIlé létale de MOHveMeal el ceaire de gra- 
vité à'um système. — Si l'on établit pour chaque point 
matériel des relations analogues au groupe (Ar), et qu'on 
ajoute cusuite toutes les équations concernant te mt^me axe, 
on aura trois équations finales, dans lesquelles toutes les 
forces intérieures disparaîtront, car ces forces, étant égales 
et opposées deus. à deux, donnent, suivant les axes mobiles 
aussi bien que suivant les a\es fixes, des sommes algébriques 
de composantes identiquement nulles. En conséquence, la 
quantité totale de mouvemeut, projetée sur une direction 
quelconque, sera égale à la somme des impulsions des forces 
réelles eittérieures et des forces fictives, projetées sur la 
m<;me direction } et le centre de gravité se mouvra comme 
si toutes les masses y étaient condensées, et toutes les forces 
extérieures et fictives transportées parallèlement à ellesHnè- 
mes. Si les foices extérieures sont elles-mêmes réciproques, 
ou plutât si toutes les forces réelles se réduisent à des forces 
intëi'ieures, ainsi que cela a lieu pour l'ensemble du système 
planétaire, la quantité totale de mouvemeut et le déplace- 
ment du centre de gravité, rapportés aux axes mobiles, seront 
dus aux seules forces ficlives correspondant au mouvement 
de ces axes. C'est là ce qu'on doit observer quand on rap- 
porte le centre de gravité du système solaire à des axes qui 
participent au mouvement terrestre. 

2* Th^rène Jcs«ire«. — il est pan'iliement évident 
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que les termes provenant des forces iatërienres disparais- 
sent, et que , si en outt-e les Torces extérieures sont rt'ci- 
proques, la somme des musses respectivement multipliées 
par les projecdons des aires décrites sera égale à la somme 
des moments des projections des forces fictives. 

S' Tlié«r«n>« des f«r«cH vtvc«. — La variation élé- 
Dientaire de la force vive de chaque point, estimée dans le 
mouvement relatif, sera égale an travail élémentaire de 
toutes les forces, réelles et fictives, de ce point : ce travail 
étant pareillement estimé dans le mouvement relatif. En 
effet, le travail de la force réelle extérieure aura pour ex- 
pression Pd»iCOs(_P,dÉ,}, en appelant dt, le déplacement re- 
latif infiniment petit : cette expression pourra se mettre sons 
la forme PVrd/cos(P,V,)i le travail de la foi'ce réelle inté- 
rieure s'écrira de même IVrrf*cos(I, Vr)j celui de la pre- 
mière force fictive sera — P. Vrrf/cos(P, , V,) ; quant à celui de 
la force fictive égale et contraire à la force de rotation com- 
posée, il sera évidemment nul, puisque la direction de cette 
force est perpendiculaire à la direction de la vitesse relative : 
c'est du reste ce qu'on vérifiemit également en multipliant 
respectivement par v,di, u4t, icMt les derniers termes des 
équations (F,), et ajoutani, ce qui donne le travail de cette 
force : la somme des quantités ainsi formées se réduit à zéro. 
Finalement l'équation de la force vive d'un point matériel se 
simplifie et devient : 

(H,) di tiv; = I Pcos (P,V,} + Icos (I, V,)— P.cos(P.,V,) I V, df . 

Par suite, l'équation des forces vives d'un système quel- 
conque, dynamique ou géométrique, sera : 

(Lr) ldimV',=iy,dt I Pcos{P,Vr)-Mc08{r,Vr)— P.Coa(P,.V.) j j 

ce qui signifie que la variation élémentaire totale de la force 
vive relative d'un système quelconque est égale à la somme 
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des travaux élémentaires des forces réelles (exlerienrcs et 
iniéiieurcs), et des forces ficiives égales et contraires aux. 
forces d'entraînement; ces travaux étant tous estimés dans 
le mouvement relatif comme s1l s'agissait du mouvement 
absolu. 

Si le système est géométrique, le terme dâ aux forces in- 
léiieurcs disparaît, ainsi qu'on l'a démontré au n" IM, par 
sitite, l'équation des forces vives devient : 

(G,) dl\ niv; = 2V, rff j P C09 (l',V,) — T, cos (P„V,) | . 

Ces relations ne diffèrent de celles qui se rapportent av 
mouvement absolu qu'en ce qu'un y introduit un terme dû au 
travail des forces fictives égales et contraires aux forces d'en- 
traînement, c'est-à-dire égales et contraires aux forces qui 
seraient capables de produire le mouvement de chaque point 
s'il était tout à coup invariablement lie aux axes moUles. 

L'équation (Gr) ne convient qu'aux systèmes géoméiri- 
ques parfaitement libres. Je veux dire par là que, si quel- 
que point s'y trouvait individuellement assujetti à demeurer 
sur une courbe ou sur une surface donnée, le terme dû au 
travail de cette force d'assujettissement ne di^pai-atiraii pas 
de l'équation. Ce travail, représenté par IVr df co» (I, T,), 
ne serait pas nul elTeclivcment, parce que la direction de 11 
force I, normale à la surface, n'est pas perpendiculaire à ■ 
la direction de la vitesse relative, mais seulement à la di- 
rection de In vitesse réelle , qui est la résultante de la vi- 
tesse relative et de la vitesse d'entraînement Dans le 
mouvement absolu, celte circonstance ne se produit pas, et 
le travail disparaît toujours dans l'équation des forces vives, 
parce que c'est précisément la vitesse réelle qui y figure. 

L'équation de la force vive d'un point matériel, dans le 
mouvement relatif, nous pei'met d'appi-écier ce que devient 
la même équation dans le mouvement absolu, lorsque te 
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point esc sssiijclli à demeurer sur une courbe ou sur une 
Hiirfurc qui, au lieu de rester (lue, est elle-niènie douée 
d'tiii certain mouvement duns l'espace. En effet, si l'on 
prend un système d'axes rectangulaîi-es invariablement liés 
à la courbe ou à la surface, les équations de cette courbe 
ou de celte surface, l'elativemcnt à ce système d'axes mobi- 
les , seront les mêmes qnc dans le cas où tout est flxc. Or, 
nous pouvons rapporter le mouvement du point matériel 
aux a\es mobiles, ce qui nous fait rentrer dans la théorie 
précédente du mouvement relatif. Il y aura donc lieu d'en 
appliquer les conséquences, et, par suite, d'établir l'équa- 
tion (Hr) ; en remarquant que le terme dû à la force d'assil- 
jeuÏEsement I disparaît, puisque, la vitesse relative s'exer- 
çant suivant la courbe on la surface ,' la direction de la 
force lui est perpendiculaire ; de sorte cjiie la relation de la 
force vive, convenable au cas où la courbe ou surface d'as- 
sujettissement est mobile, est celle-ci : 

(l{ mv;=] P cos (P,V,) — P. C08 (P,.Yr) j Vr dt ; 

dans laquelle P. représente la force qui serait capable de 
produire renlraliicmcnt du point matériel, si on le suppo- 
sait tout à coup invariablement lié avec la courbe ou la 
surface mobile. Cette relation diffère, comme on voit, par 
suite de la présence de cette force fictive, de la relation qui 
convient à la fixité de l'assujeuissemeni. 

Memarque. — L'équation des forces vives peut être éta- 
blie directement, pac la considération des moments vir- 
tuels, et sans passer par les équations générales (Ar) d'où 
nous l'avons déduite. 

En effet, remarquons que le mouvement absolu d'un 
point matériel peut élrc considéré rximme résultant 1° de 
son mouvement relatif; 2° d'un mouvement égal à celui 
quil recevrait sll était tout à coup lié d'une manière inva- 
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riable avec les ases mobiles. La vitesse absolue est la ré- 
suliante, h chaque instant, de la vitesse i-elative et de la 
vitesse d'entraînement. Soil V, V, et V, ces ti-ois vitesses, 
r, u, w, r,, Ur, 10,, el Vp, u., u>, leurs composantes suivant 
trois a\es fixes ; de sorte qu'on a : 

Le principe des forces vives dans le mouvement absolu 
donne : 

(1) dimV* = rV(/(cos(P,V); 

en reprcscnlant pour abréger par la seule letti'e P la résul- 
tante de toutes les Torces, tant Intérieures qu'extérieures, 
qui sollicitent le point m ; soit d'ailleurs X, Y, Z les com- 
posantes de P. On peut i-euiplacer réquaiio»- ci-dessus 
par 

(2) X WÛ+ Y ud( + Z ndt = wi (i-tfo -H lula + tvdw) . 

A cause des relations qui existent entre les trois vitesses, 
absolue, relative el d'entraînement, cette équation de^ 
vient : 

(3) Xp. dt + Ym, tit + Zti-, dt + \v. de -h \ii, dt + Zw, dt = 



- + n\, de 



-X 



(, dv, , du, , da',\ 

-+- m (Pr dv, + u, du, + tSr dvc,) . 

Or, le mouvement d'entraînement est compatible avec Té- 
ut du point matériel, s'il est libre ou s'il est assujetti à de- 
meurer sur quelque courbe ou surface qui soit elle-miïme 
invariablement li<'e avec les axes mobiles. Dans ce cas, un 
peut prendre le mouvement d'entraînement pour déplacc- 
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meut virtuel daas le mouvement absolu, et par suite ou peat 
établir l'équation des moments virtuels : 

Xv, dt + ïw. dt -\- Zav di = m{-i'Vtdt + --f-u.dt + 



"ar 



w,dt) 



ce qui fait disparaître les trois premiers lennes de cha- 
cua des membres de l'équation (3). La somme des trois 
termes restant dans le premier membre pourra s'écrire 
PV,dt cos (P, Vr). Quant aus autres tenues du secoud 
membre, on a évidemment : 

m (Pt dPr + Mr dUr + tP, rftpj = 

= d ; m {p? + «; + roî) = d i m t; ; 

., . . dv, dv, dwt 

a un autre cote, remarquons que "* -37 ■ "* 37 > "* ~yr 

sont les projections , suivant les axes, de la force capable 
d'imprimer au point matériel son mouvement d'eulralne- 
ment : en appelant cette force V,, les trois lennes qui s'y 
rapportent pourront s'écrire PrVrd/ cos (P,, V,). En sorte 
que l'équation (3) devient : 

PV, dt cos (P,V,) = rf-i m v; + P.V, dt cos (P„V,) , 

d'où l'on déduit la relation déjà trouvée = 



di 



1 V? = [ P cos {P,V,) — P, cos (P„VO ï\,di. 



iin passe de là aisément au cas d'un système géométrique 
parfaitement libre : car le mouvement d'entratnemeot d'un 
point quelconque peut toujours être pris pour mouvement 
viitucl ; il est compatible avec les liaisons du système, 
puisque, celui-ci étant supposé libre, rien n'empécbe de le 
faire participer, à un moment donné, au mouvement des 
axes mobiles. Au contraire, s'il existait quelque point indi- 
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vidueUemant afisiOetti à demeurer sur une courbe ou sur uoe 
surface donnée, la démonstration ne t'appliquerait piu6 ; 
car le mouvement du système conçu à un certain moment 
comme iuvariablemem lié avec les aites ne serait plus com- 
patible avec l'état des liaisons, à cause de l'assujetlissement 
supposii. Nous reirouvons doue ici la même remarque 
présentée plus haut, lelalivcmenf au travail de la Torce 
intérieure d'asuijeltisMment , (jul ne disparaît pa« de 
l'équation des forces vives. Le seul cas oti, malgi'é les assn- 
jcUissemenU initivîdueU, la démonstration ci-dessus s'ap- 
pliquerait toujours, et où, par conséquent, le travail des 
forces intérieures correspondantes ne figurerait pas, serait 
évidemment celui où toutes les courbes et surfaces d'assu- 
jettissement, au lieu d'être fixes, auraient le même mouve- 
ment que les axes : car, par suite de cette circonstance, 
l'entratncmetit continue à <^tre compatible avec l'état des 
liaisons. C'est justement le cas examiné plus haut, de la 
force vive d'un point matériel glissant sur uae courbe ou 
sur une surface en mouvement. 

172. — Il est intéressant de voir ce que deviennent les 
théories que nous venons de présenter, lorsque les axes 
mobiles, an lieu d'avoir le mouvement le plus général que 
nous leur avons supposé, ne possèdent qu'une simple trans- 
lation, qui, conséqneniment, n'altère pas leur direction pri- 
mitive dans toute la suite de leur déplacement. 

Les équations du mouvement relatif sont dans cette hy- 
pothèse : 



= P cos a + I cos > - 



.'^i 



(A.) ».-i*=Pc»,S+Ico.^-»J, 



dl' 



= P eus y + 1 



,^ 
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En eSét, la force de rotation composée disparaît; quant 
h la force d'cniraliicment, elle est, pour chaque point, égale 
à la niasse multipliée par l'accélération de la translation 
commune, ou multipliée par l'accélération du déplacement 
de l'origine des axes mobiles, dont nous désignons les coor- 
données par ^, T), Ç. 

Rien n'empécfac de prendre les axes fixes parallèles à la 
diiTction constante des axes mobiles : alors les composantes 
des forces seront les mêmes par rjpport à l'un on l'autre 
système d'axes. Les équations cl-dcssus )>euvent alors s'c- 



On voit qu'elles ne diffèrent de celles du moavement ab- 
solu que par la présence du dernier terme. Tour que l'iden- 
tité fitt complète, il faudrait qu'on e&t : 

d'où 5 = « , r. = c't , î; = c"( , 

c, c et c" étant des constantes. Ainsi, quand la Iranslaiion 
des axes est un mouvement rectiligne et uniforme, les équa- 
tions du mouvement relatif sont identiques à celles du mou- 
vement absolu. Un ne doit pas s'en étonner, car les accélé- 
rations suivant les coordonnées sont les mêmes dans les 
deux moovemenu, piiisqu'à chaque instant les coordonnées 
absolues sont égales aux coordonnées relatives augmentées 
respectivement de quantités proportionnelles à la première 
puissance du twnps. 
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On déduit de la dernière rorme donnée aux équaUoDS 
(A^ diverses conséquences. 
Les équations du centre de gravité sont : 



3?' 



= In.^'=.2X- 



dt* dC dt' ' 



en représentant par M la masse totale et par x„ y,, z, les 
coordonnées relatives du centre de gravité. Nous voyoDS 
donc que le mouvement relatif du centre de gravité a lieu 
comme si toutes les masses étaient condensées en ce point, 
et qu'elles y fussent sollicitées par toutes les forces du sys - 
tème, auxquelles on ajouteiaît une force égale et contraire 
ît celle qui pourrait communiquer à cette masse totale le 
mouvement de l'origine des coordonnées. 

Si les forces réelles sont nulles, le mouvcmeni du centre 
de gravité ne sera pas nul ou uniforme , comme lorsqu'on le 
l'apporte à des aiLes fixes, mais il sera égal et contraire à la 
translation de l'origine des coordonnées, il serait nul ou 
uniforme, dans le mouvement relatif comme dans le mouve- 
ment absolu, si la translation des axes était elle-même i-ec- 
liligne et uniforme. 

Voyons également ce que devient le théorème des aires 
dans le cas d'une simple translation. Les équations diBëre- 
ront de celles du mouvcmeniabsolu,cn ce qu'il faudra ajouter 
aux moments des forces extérieures réellûs les moments des 
forces égales et conirnires aux forces de translation. Pour 
l'équation qui se rapporte au plan des xy, par exemple , il 

lUudrdit inti-oduii'cletcrmc — iwil -j^jr, — j^y- )• 'l'MWcl 
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peut se mettre sous la forme — (t-j Imx, — -j-jZmy,). 

II en sera de même pour les deux autres équations ; en sorte 
que les relations des aires deviendront les suivantes : 




Xr , X', , /."r désignant les projections des aires «lécrîtes 

sur les plans de coordonnées mobiles. Ces équations seront 

identiques à celles qui conviennent au mouvement absolu, 

si les tenues dus aux Torces de translation sont nuls, ce qui 

peut avoir lieu d'une de ces trois manières : 

1* Quand la translation est rectiligne et uniforme; parce 

. , rf-S rf"»! rf'Ç . j. -j ., 

quators ^i'j7ï>37t ^^^ ludividuellemeot égaux a zéro. 

2° Quand l'origine des coordonnées mobiles coïncide con- 
stamment avec le cenii-e de gravité du système ; parce qu'a- 
lors, en veriH des propriétés connues du centre de gravité, 
on a : Imx, =o, 2«iy, =o, "S-mx, ^o. 

3' Qnand la force qui pourrait produire la translation de 
l'origine des coordonnées est dirigée constamment vers le 
centre de gravité; parce que cette force étant, dans tous les 

cas, jHvportionnelle à^„ t-j, T-,,notrehypothèsereviem 
à dire qu'on a : 

^ tL t^ 
dt^ di^ dt^ 



va représentant par »„ y,, 2,, les coordonnées relatives du 
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ccDtre de gravité. Mai», M éunt la masse totale, les théo- 
rèmes connus donnent : 

tiit,t=^mr,, Hy, ^= Imt/r , Hz, ^= ImZr. 

Les relations ci-dessus peuvent donc se mettre soat la 
forme : 

iPl <H rf»); 

di' _ a? _ a? _ 

Xm^ Ztnyr S.mz, * 

ce qui annale évidemment les moments des forces de Iran»* 
lation. 

En nous résumant, on voit que, lorsque les axes mobiles 
se transportent parallèlement à eui-mémes, d'un mouve- 
ment recliligue et uniforme, les équations du mouvement 
relatif et les propriétés qui s'en déduisent sont identique- 
ment les mêmes que dans le mouvement absolu; et qne, 
lorsque, la translation des axes étant quelconque, oo place 
l'origine de leurs coordonnées au centre de gravité, les équa- 
tions des aires subsistent encore intégralement. 

Ces conséquences sont applicables à un système d'axes 
mobiles placés au centre de la terre, pendant un temps assez 
court pour qu'on puisse regarderie mouvement de ce centre 
comme rectiltgne et uniforme. Les équations du mouvement 
d'un système de points matériels, rapporté» à de pareils 
axes pendant cette période, ne diffèrentpas dans leur forme 
des équations qui conviennent à des axes absolument fixes. 



De l'^rrear e*aiaiiM «kas l'appréeUU*» ëei fereea 
Tlvea qaaad •■ ■égllg« les MeaveMeal» rdallfi 

173. — La théorie des forces vives dans le mouvement 
relatif nous permet de déduire une conséqneace fort impor- 
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tan4e que nous alloDs exposer, et dont nous indiquerons il 
principale application. 

Supposons que dans un système quelconque de points 
matériels en mouvement on introduise subitement des liai- 
sons telles que tous ces points soient désormais assujettis à 
demeurer à des dislances invariables les uns des autres, 
c'est-^-dire à constituer un solide géométrique. C'est c< 
qu'on nomme abrëviativement toUdifier le système. La 
force vive du système avant la solidification est, comme on 
sait, égale à la force vive après, plus la force vive due aui 
vitesses perdues ou gagnées par suite de la solidification 
(n° 152). Soit donc, pour un point quelconque, V la vitesse 
avant , V, la vitesse après et Vr la vitesse perdue ou ga- 
gnée ; on a : 

ou bien dI.'jmV = dXimy\+dlimV',. 

D'un autre cAté , concevons trois axes mobiles , dont le 
mouvement soit à chaque instant celui que prendrait le sys- 
tème des points matériels, s'il ëlbit tout à coup solidifié. Cette 
concordance est toujours possible, puisque les trois a\es 
constituent de leur cAté un solide géométrique. Le mouvement 
des points matériels avant la solidification, par rapport à ces 
axes mobiles, est précisément te mouvement perdu ou gagné 
par la solidification : c'est aussi ce que nous avons nommé 
plus haut mouvement relatif. Quant au mouvement du 
système, après la solidification, c'est ce que nous avons 
appelé mouvement d'entraînement , c'est-à-dire le mou- 
vement que recevrait chaque point matériel, si tout i coup, 
dans la position où il se trouve, il était invariablement lié 
aux ixes mobiles : car, pai' une telle liaison, opérée en 
chaque point, le système se trouve solidifié. Nouâ aurons 
d(Mic, d'après cequi a été démontré au troisième paragraphe 
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du n' 171, en snpposani d'ailieiirs le systèm» pm^iiitiHuoril 
libre : 

(G,) rfi-imV', = i'V,d([Pcos{P, V,)— P.co8(P„V,)]. 

Nona pouvons négliger ici le travail àh aux forces Inté- 
rienresdes liaisons mutuelles, si nous admettons qu'an éva- 
lue la force vive pour des époques où les points mulériel& 
repassent par des positions telles qne leurs distances rede- 
viennent les mêmes qu'auparavant ; ou si le système est à 
liaisons géométriques. 

Combinons cette équatiu) avec la précédente; on en 
déduit : 

= dSimV' — 2V,rf([Pcos(l',V,) — P.co8{P„V,)]. 

On sait d'ailleurs qne, dans le mouvement absolu, 

dl 'i mV = SV* P cos (P, V) . 

NoDS négligeons également le travail des forces de liai- 
sons, moyennant les mêmes restrictions que plus haut. 
Il résulte des deux derniè'fes équations : 

dlim\l = iydi P C08 (P, V) — lV,rf([Pcos {P, V,) — 

— P. Cos{P.,V,)]. 

Mais V étant la résultante de V, et de V, , sa projection 
sur la direction de la force P est égale à la somme des pro- 
jections de ses composantes , c'est-à-dire que Vcos(P, V)a 
V, co8(P, V, )+V, co5(P, V, ). L'équation ci-dessus se 
simpliâe et devient : 

(1) dl i-mV; = 2V.rfl p cos{P, V,} + iP.V.di cos (P., V,). 

Comparons celle relation avec celle qu'on établirait pour 
un système solide, dans lequel la vitesse absolue dn poiot 
matériel considéré serait constamment égale à la vitesse V, , 
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P éiuiii la foi'ce l'éetle qui le sollicite. Ca système, qui sei'iiit 
précisément le système précédent solidifié ù un moment 
doDDé, aurait pour équaiiun des Torces vives : 

(2) (/.SimV;=i;V,rflPco»(P. V.). 

Il t-ésulte de ce rapprochement que, si, dans un système 
quelconque, OD preud pour équation des fui-ces vives réelles 
l'équatiou (2), c'est-à-dire si l'on assimile le système quel- 
conque à uD système cousiamment solide, oq commet, euire 
deux époques pour lesquelles les distances mutuelles des 
points redeviennent les mêmes , une en'enr repi-ésentée par 
l'intégrale, prise entre ces époques, du dernier terme de 
l'équation (1), lequel exprime le travail de la force d'en- 
ti atuemeut estimé dans le mouvement relatif. 

Si les déplacements relatifs des points matériels sont assez 
petits pour n'être pas aperçus par nous, le mouvement appo' 
rent du système u'est autre chose que le mouvement qu'il 
aurait, s'iléuit réellement solidifié, c'est-à-dire invariable- 
ment lié à des axes mobiles. Ce sont les vitesses des points 
dans ce mouvement apparent qui figurent dans l'équation 
(s). L'erreur commise provient de ce qu'on néglige les 
très-peUls déplacements relatifs qui ont lieu réellement en 
même temps que le mouvement dVnsembte, et qui s'exei^ 
cent par rapport aux axes mobiles, invariablement liés au 
système conçu tout à coup comme solidifié. Nous vei'i-ons 
dans la Mécanique spéciale, à l'occasion des corps solides 
physiques, dans quel cas le travail du à la force d'entraîné' 
ment et à la vitesse relative est tout à fait négligeable dans 
le calcul. 

Remarque. — Il est presque superflu d'ajouter que, »i 
l'on évaluait la force vivo entre des époques pour lesquelles 
les points ne repasseraient pas par les mômes di^tiinces mu- 
tuelles, il y aurait à tenir compte du travail des forces iuté - 
rieui'cs, lequel dépend, comme ou sait, de l't^rii'ment' ou 



n,g,t,7i.dt,G00glc 



kWi * LiTRE IV. — HOUTEHCMT REUTIF. 

da rapprocbement des points matériels. Mais, lorsque les 
monvemenU relatirs «ont tm-pettls, on peut toajoors ad- 
mettre que la variation de dUUnce n'îuflue pas sensible- 
meut sur l'estimation de la force vive. On sait, en eflei 
(n* ii3), que, R étant la Torcc mutuelle et r la distance, le 
travail élémenlaii-e est exprimé par S.Mr, et, par snite, le 
travail entre deux époques quelconques sera représenté par 
£R,.Ar, en désignant par R, l'intensité moyenne, et par Àr 
la variation de distance entre les deux époques considérées. 
Si le système possède sensiblement la même forme, on ponrra 
négliger ce terme, puisque Ar est très-petit au bout d'un 
temps même très-long. 

Quant aux forces d'assujettissement, c'est-à-dire celles 
qui proviennent de l'obligation individuelle des points à de- 
meurer sur des conri>e8 ou des surftices données, elles n'in- 
troduiront aucun terme dans l'équation des forces vives, si 
les mouvements relatif^ sont assez petits pour que le sys- 
tème ait Vapparence d'un solide géométrique. Car cette as- 
similation implique que le mouvement du système réel, conçu 
tout à coup comme solidifié, est compatible avec ses liaisons 
^ectives. Le travail des forces intérieures disparaît donc, 
ainsi qu'on l'a démontré au n* 171. Mais si, au contraire, 
les mouvements relatif^ avaient des grandeurs quelcon- 
ques, il ne serait pins exact de dire que le mouvement da 
système solidifié est compatible avec ses liaisons. Les forces 
d'assujettissement donneraient lien à un terme de la forme 
2 IV, dt cos (I, V,) lequel s'ajouterait au demi«- terme de 
la relation (1) ci-dessus, pour représenter l'erreur totale 
qu'on commettrait, en assimilant le système à un solide 
géométrique, dans l'appréciation de ses forces vives réelles. 
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CHAPITRE PREMIER. 

1I0HËKT8 DINERTIE, AXES ET CGNIltES DINERTIE. 

Les ibéorèmes qne noua noas proposoDS de démontrer 
dans cet appendice sont pnremeot géoméiriqafls, c'est-i- 
dire tout à fait indépendants des considérations du moDve- 
ment. Ils sont destinés à Tournir des résultats qui trouTe- 
root leur principale aï^licalioa dans lu mécaDÎqnfl sp^ 
dale. 

Définitions. 
I7ft. — On nomme moment d'intrtie d'un point matériel 
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par rapport à une droite le produit de la masse de ec point 
par le carré de sa distance à cette droite. 

Comme on le voit, le mot inertie employé dans cette 
expression n'a aucun l'apport avec le sens qu'il reçoit daas 
la loi d'inertie, ni avec la locution vicieuse A'inertie de la 
matière. Il est fùcheux qu'on ait ainsi dérive le sens véri- 
table du mot, ou plutôt qu'on ait fiai par ne lui en donner 
aucun ; car il est visible qu'au point de vue de l'élymologic 
l'expression moment d'inertie ne signifie absolument plus 
rien, tl cfil été bien préférable qu'on se servif d'un terme 
entièrement nouveau pour désigner ce produit, on que, si 
on voulait le ratucher à d'autres mots déjà connus , ou 
adoptât une locution composée avec ceux de matte et de 
rotation : car nous verrons plus Lnrd, dans la Mécanique 
MpAnale, que, lorsqu'on fait tourner un point matériel au* 
tour d'un axe fixe auquel il est iuvariablemeut lié, le produit 
Chdessus joue, dans cette rotation, le même rôle que la masse 
dans le mouvement ordinaire. Mais, pour ne pas déroger aux 
usages reçus, nous garderons l'expression de moment d'i- 
nertie, en insistant sur ce qu'il ne f^ut chercher à rattacher 
ici au mot d'inertie aucun sens déjà connu. 

Réciproquement, on appelle axe d'inertie la droite par 
rapport h laquelle on prend le moment d'inertie. Il y a une 
infinité d'axes d'inertie, comme il y a une infinité de mo- 
ments d'inertie. 

Si l'on est amené à considérer ^écialement des axes d'i- 
nertie qui se coiipenl en nn même point, on nomme ce 
point centre d'inertie. 

Pour un groupe de points matériels, distribués d'une ma- 
nière quelconque dans l'espace, îudépendanis on liés entre 
eux, on nomme motnent d'inertie du groupe, par rapport â 
une droite, la somme des moments d'inertie de tous les 
points par rapport h cette droite. De sorte que, si m, m', 
m".... sont les masses de divers points, r, r', r " leurs 
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distances respectives ù l'axe d'inertie, le moment d'inertie 
total sera égal à ;«»•'-+- mV'' + »»"r"'+..., quantité qu'un 
représente ordinairement par Xmr'. 

i.a grandeur du moment d'inertie varie évidemment avec 
la position de la droite. Un conçoit des lors qu'entre cette po- 
sition et la grandeur du moment correspondant il puisse y 
avoir des relations intéressantes à connaître. C'est juste- 
ment là l'objet des théorèmes l'enfermés dans le présent 
chapitre. 

Remarque. — Le moment d'inertie ne varie pas lorsq«e 
les points matériels, an lieu de conserver leurs situatiMis 
actuelles, tournent d'une manière quelconque autour de 
l'axe d'inertie, de manière à décnre des cercles perpendicu- 
laires à cet axe. Car, tontes les distances restant alors les 
mêmes, les produits mr', m't^... conseiTcut leurs valeurs 
primitives. 

Pr*|MslllMi preailArc. 

175. — Le moment d'inertie d'un groupe de points ma- 
tériels , par rapport ù un axe quelconque , est égal au 
moment d'inertie pris par rapport à un axe parallèle pas- 
sant par le centre de gravité du groupe, plus le (M^oit 
obtenu en multipliant la masse toUle par le carré de la 
distance des deux axes, ou, ce qui revient au mt^me, par le 
carré de la distance du centre de gravité au pi-emier axe. 

Plaçons l'origiiie des coordonnées au centre de gravité , 
et prenons pour axe des z une droite parallèle à l'axe d'i- 
nertie donné. 

Soit donc OX, OY, OZ les axes de coordonnées, AB 
l'axe d'inertie parallèle à OZ, et M' un point matériel, de 
niasse m. 

Le moment d'inertie du syslêmc, par rapport à A B, est 
égal à la somme des produits analogues à m MT'', M I étant 
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^ 



/^^ 



la pei-peodiciilaire abaissée sur A B. Lemomentd'inertîepftr 
Z B rapport à OZ est la somme 

des prodoits analogues à 
MK', MK éunt la perpen- 
dicolaire abaissée wr OZ. U 
■'agit de Taire voir que : 

2m Siï' = ImW + 
^ ■ + SI . KÏ* , 

M éiant la masse loule et 
yy P Kl ladistancedeBdeuxaies 

"i- M. parallèles. 

&i effet , soit #, y, r les coordonnée du point M* et 
ce, 6 celles du point A oà l'axe A B coupe le pUa dea «y. 
Ona : 

Si' = PÂ' = (a: - «) ' + (y - Ê)' = aj> + y' + Jt" + S' — 

2«T — 2Sy = iâlt' + ÏÛ' — 2a» — 26y , 
à cause de a^ + y* = Mr' , ei «' h- S* = kT • 
En multipliaDt par la masse m, il vient ; 

Faisant la somme de toutes les relations analogues pour 
les divers points matériels, on obtient : 

imlir = 2mM~K' + M.kT — 2(J(2iiU! — 262my. 

Mais, puisque l'origine des cooi-données est au centre de 
gravité, les sommes Itiue, 2my sont nulles, ainsi qu'on l'a 
démontré an cooiineBcement du livre III. Donc, euAu, on a 
la relation annoncée, qu'on écrit ordinairement sous la 
forme: 

(p) ^mr» = 2iiiR» + Ma*, 
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en désignant par r la distance à un axe quelconque, par R 
la distance à un axe pai-allète passant par le centre de gra- 
rîté, et par a la distance des denx axes. 

Pour (ont autre axe d'inertie parallèle au prudent, le 
nouveau moment sera égal à 2mR*, qui ne change pas, pins 
Ma', oà a seul a cliangé. 

On représente génératement la quantité XmR*, constante 
pour tons les axes parallèles, par M.K' ; ce qui fïit que la 
proposition ci-dessus est exprimée par ta relation ; 

(p) 2mr' = M(;K' + a'). 

1* Parmi tous les moments d'inertie relatifs à des axes 
parallèles, celui qui est pris par rapport à l'axe passant par 
le centre de gravité est un minimum. 

V Les moments d'inertie pris par rapport h des axes pa- 
rallèles également distants du centre de gravité sont tons 
égaux enti-e eux. 

8° La différence des moments d'inertie pour deux axe& 
parallèles quelconques est égale à la masse totale multi- 
pliée par la différence des carrés des distauces du centre de 
gravité aux deux axes. 

k* Si le moment d'inertie est, comme on vient de voir, 
susceptible d'un minimum, il ne l'est pas d'un maximum : car 
en prenant l'axe sul&amment éloigné du ceutre de gravité, 
on peut faire croître an delà de toute limite le terqie cor- 
respondant à la distance des deux axes parallèles. 

H9m«rtfu*. — Nons avons dit plus haut qu'on représen- 
tait habituellement par M.K* le moment dlnertie 2mR' par 
rapport à un axe quelconque. La longueur K est cntière- 
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de voir qae si (ous les poiats malériek dn groupe coDsidéré 
éiaieiit distribués sur une surface cytiudriquede i-évolulion, 
dont l'axe serait l'nxe d'ineitie supposé et le rayou la lou- 
gueor K, leur iiiomeut d'inertie serait eiicore égal à M R* ou 
^mR'. Ainsi, K est le rayon d'un cylindre de révoluUou tel 
que, si toute lu niasse y était répartie d'une manière quelcon- 
que, le moment d'iuerlie serait le même que pour le groupe 
donné. Cette longueur K a reçu quelquefois le nom de 
raifva de giration. Nous en verrons plus tard le motif. 

Pr«p*altt«a deaxI^MC. 

170. — Le moment d'inertie par rapport à un axe quel- 
conque est égal à la somme des moments d'inertie par rap- 
port à trois droites rectangulaires menées par un même 
point de cet axe, l'especUvement multipliés par le carré du 
cosinus de l'angle correspondant, moins les doubles som- 
mes des rectangles interceptés sur ces droites respective- 
ment multipliées par lesproduits descosinus correspondants, 
deux à deux. 

Soit A B un axe dlnenie quel- 
conque, et OX, OY, OZ trois 
droites rectangulaires meuées 
par un même point de cet axe, 
et faisant avec lui des angles a, 
€, y. Soit M un point matériel 
du groupe, et x, y, z les lon- 
, gueurs interceptées par ce point 



^.^' ^ ^ sur ces trois droites comme axes 

^ / de coordonnées. Représentons 

' /y par L le moment d'inertie du 

FI» )^^■ système par rapport à l'axe A R, 

et par a, 6, c les moments dlneilie par rapport aux droites 
OX.OY.OZ. 
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Ji' dis qu'on uora : 
(c) L = acos*a + 6cos'£+ ecos'y — îcosa cosg^ntry — 
— ^cosacosySnu^ — 2 cosScosySniyz. 

En «ITet, le curré de la distance M I d'un point quelconque 
à l'axe A B a pour valeur : 

ÔM* . Mn' MOI = Ôm' (l — C09' MOI) [ 

mais 

En snbgtituant, Il vient : 

Ml' = OM' — (a!C08a + yC08S + ZC0S7)*=a^+y' + 2' — 
— {* cos a + y cos 6 + 2 cos y)' , 

Développons le carré indiqué dans le second membre. 
L'équation peut alors se mettre sous la forme ; 

Mi"=a^(i — cos»a) + s' (1 — coa' S) + «' (f — cos'y) — 

— 2xy cos a CM S — 2a» ces a cos y — 2yz cos € ces y . 

Mais on sait qu'entre les angles a, 6, y existe la relation 
ros'« + co6'S+coB'y=^l. Far conséquent, on peut, dans 
celle équation, remplacer 

1 — cos'se par co8*6 + cos'y ; 

1 — cos'Ê par coï'a + cos'y ; 

1 — cos'y par cos'a + cos'S. 

Si nous faisons la substitution et si nous mettons en 
facteor commun chacun des carrés des cosinus, nous ob- 
tiendrons : 

Hl' =cos'a (y' + «')+C08'S (x' + 2')+cos'y [x* + y*) — 

— 2a:y cos a cos € — Ixz tmaatsy — 2yî cos é cos y , 
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MultiplioDS par m, et faisons la somme de toutes les équa- 
tions analo^es pour les divers points du système, en re- 
marquant : 

l* Que les Iroîs angles a, S, ■/ sont constants pour tous 
les poîDU, et que, par cooséq»ent, on peut mettre leurs 
cosinus hors du signe S. ; 

2* Que £n>(ir*+;*) représente le moment d'inertie, pris 
par rapport ft la droite OX, c'est-à-dire la quantité désignée 
plus haut par a ; qae pareillement 2m(x'+z^) et I,m(x'+y*') 
représentent les quantités h clc; 

On obti«it précisément la relation annoncée (c). 

Cette rcbtion nous permet ainsi de trouver la valeur du 
moment d'inertie pour un axe quelconque passant par nn 
point donné, quand on connaît les moments pour trois 
droites quelconques passant par le même point et rectan- 
gulaires entre elles. 

176 (âm). — Nons allons dëdoire de cette pK^Msitkm moe 
conséquence remarquable. 

Concevons qu'on mène par le point autant d'axes d'iner- 
tie qu'on le voudra, et prenons sur chacun des axes une 
longueur ON égale à l'unité divisée par le nombre qui repré- 
senta la raàne carrée du moment d'inenie coirespondant. 
Tons les points N ainsi cdRenus appartiendront à la surlJKC 
d'un ellipsoïde dont le centre est placé an point ou as 
centre des moments. 

En effet, soit l, ti, % les coordonnées d'un quelconque de 
ces points N, et L le moment d'inertie ponr l'axe correspoD- 
dant A B. 

On a d'abord : 

00.. = ^, ««6-ji, c»/-^. 



mais, par hypothèse, ON = -p= ; donc 
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coBa = Sl/L, C08S=ïi\/L. ««y = ÇWi;. 

Pour avoir le lieo des points N, il faut, entre ces trois 
relations ei l'équation (c) qui donne la valeur de L, éliminer 
les angles a, S, 7, qui varient d'un axe d'inertie à l'autre. 

En fjî&ant la substitution des valeurs des cosinus dans 
l'équation (c), on voit que L disparaît comme facteur com- 
mun aux deux membres, et il reste entre \, fi, E; la relation 
suivante : 

(*) l=a£"-<-frB*+cÇ*— 2Ç»i2«i*y— îKSmase — 3r,Ç2«y«- 

Cette équation est celle d'une surface du second degré, 
dont le centre est en 0, puisque les termes du pi-emier degré 
manquent. H est vîuble, en outre, que cette surface ne peut 
être qu'un ellipsoïde : car, la valeur L étant toujours posi- 
tive et finie, la longueur du rayon vecteur, égale à Tp^' ^^ 

elle-même réelle et finie. Donc la surface ne peut être un 
paraboloïde, ni un hyperboloïde à une ou deux nappes. 

Nous nommerons désormais cet ellipsoïde elUptoîde een~ 
irai, afin de rappeler qu'il a pour centre le centre d'inertie. 

Le point étant arbitrairement cboisi, on voit qu'à cha- 
que point de l'espace correspond, pour un même système de 
points matériels, un ellipsoïde central différent, pour lequel 
les rayons vecteurs sont déterminés par les valeurs des mo- 
ments d'inertie relatifs aux divers axes qui passent par ce 
point. Pour chacun de ces ellipsoïdes, les longueurs des 
droites menées du centre aux divers points de la surface 
nous fournissent une image très-nette des rapports de gran- 
deur qui existent entre les moments d'inertie relatif aux 
différents axes qui se croisent à ce centre. 
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177. — Par tout point de l'espace, on peut toujours mener 
trois axesd'inerlie rectangulaires tels qu'en appelant ;r, y, z 
les coordonnées d'un poiot matériel quelconque du système, 
par rapport à ces a^^es, on fasse évanouir les sommes des 
rectangles 2mxy, ^mxz, "S-myx. 

En effet, clioisissons pour les axes en question les trois 
droites rectangulaires qu'on nomme en géométrie axet 
principaux de l'ellipsoïde représenté par l'équation (r). 
On sait que ces lignes jouissent de la propriété, qu'en les 
prenant pour axes de coordonnées de la surface, les rec- 
tangles des coordonnées de celte surface dîsparaisseal de 
l'équation qui la représente : c'cst-à-dirc que leurs coeffi- 
cients sont séparément nuls. Mais, puisque ces axes de coor- 
données de l'ellipsoïde sont supposés éu% pris aussi pour 
a\es de coordonnées du système, il en résulte que les coeffi- 
cients des susdits rectangles dans l'équation («) deviennent 
précisément les quantités Imxy, Imyx, S,tHxz. Donc ces 
sommes sont séparément nnlles. 

Ces axes géométriques principaux de l'ellipsoïde central 
sont nommés axei principaux (;{'in«rft>. Ils jouissent de 
la propriété que, si on les prend pour axes de coordonnées 
du système matériel, les sommes des rectangles dispa- 
raissent dans la valeur du moment d'inertie par rapport à 
un axe quelconque. II est d'ailleurs visible que ces axes 
principaux d'inertie sont les seuls qui, pour un même point 
de l'espace, satisfassent à cette condition, puisque, pour un 
même point, il n'y a qu'un seul ellipsoïde central, et que 
chaque ellipsoïde n'a qu'un seul système d'axes géométri- 
ques principaux. 

La valeur du moment d'inertie relalifà un axe quelcon- 
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que sera ainsi fonction des moments d'inertie pris par rap- 
poil aux axes pHiicipaux. Si l'on désigne ces momenu res- 
pecUvemenl par A, B, C, la valeur de L sera foiimie par la 
i-etaU(Hi : 

(m) L = 4 cos'a + B cos'S + C cos'y , 

dans laquelle x, S, 7 rrprésentent dttsormais les angles Ter- 
mes par l'axe quelconque avec les trois axes d'inenie prin- 
cipaux. 

l'ar analogie, les moments A, B, C ont reçu le nom de 
titorruiiU d'inertie principaux. 

Quant à l'équation de l'ellipsoïde central, elle se :timpUfie 
également avec ce choix de coordonnées, et prend la Tonne : 

(t) AP+Br,= + CÇ' = l; 

et il ne Tant pas perdre de vue que les coordonnées X, %, C 
soui prises actuellement par rapport aux axes priacipiux. 

Contéquenee». 

V Quand les (rois moments principaux sont égaux outre 
eux, tous les autres sont égaux aussi au moment principal. 
Car, si A = B=C, il en résulte L=A (co8'a+co8*6+ 
cos'y)=:A. 

L'ellipsoïde centrât est alors uue sphère, représentée par 

l'cquation P+ti'+Ç'^-t-, et dont le rayon est égal âr/'=- 

3' Quand deux des moments principaux sont éganx entre 
eux, toutes les droites qui forment le même angle avec l'axe 
du moment inégal donnent lieu à des moments égaux. Car 
si, dans la valeur de L, on suppose A= B, il vient L = 
A(cos'«+cos'S) + Ccos'7=Asin'y+Ccos'y. Ij valeur 
de L ne dépend plus que de celle de y. 
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Dameeu», t'eUipsoïde central est de i^volmioB,etil y a 
Boe iii&aiié d'axe& priitcîpux pour an n^ne p<dnl de fes- 
paee. Seulement tous ces qrsièHies d*axes priiicipatn ont an 
axe commun, qui est l'a&e du œomeiil inégal. 



Pr*pMlllM qaairUMC 

178. — Paimi tous les momenU dlnerlie, piîs par rapport 
à des axes quelconques qui se croiseat co un même point 
de l'espace, le plus grand et le plus petit possible sont too- 
jours deux des moments d'inertie principasx. 

La démoasiration ne peut porter sur le cas où les moneBis 
principaux seraient égaux : car on sait qu'alors tous les 
autres moments seraient aussi égaux. Supposons donc les 
moments principaux inégaux, et, par exemple, A >B>C. 
Je dis que A sera le moment maximum, entre tous les mo- 
ments possibles, relatirs au même centre, et C le moment 
minimum. 

La relation (m) du n" prdoédcnt peut s'écrire : 

L = A — (A ~ B) cos'S — (A — C) cos'y. 

Les deux derniers termes étant essentieltement négaliCs, 
d'après les hypothèses Taites sur les trois moments princi- 
paux, il en résuie L < A. Ainsi A est un maximum. 

Nous ferons voir de la même manière que L est toqiours 
moindre que C, ou que C est un minimum. Nous n'avons qu'à 
écrire la relation sous la forme : 

L = C + {A — C) cos'a -H (B — G) «b'É , 



dans laquelle les deux derniers termes sont c 
positife. 

Cette propriété des moments d'inertie peut servir à dé- 
montrer qu'il D'yaqn'wi sevI système d'axes principaux. 
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Car, s'il pouvait y en avoir deux, on répëteraN les mêmes 
raisonneneiits pour cbsieun d'eux, «t l'on pronverait ainsi 
qtt'il y a, de part et d'antre, un momeni d'inertie qui est le 
ptas gnmà de twn : résultat dont l'absurdité ne cesse que 
si ces deux moments sont égaux, c'est-à-dire si les deiin 
axes principaux correspondants se confondent. 

Remartpu. — L» propriété du maximum et du minimum 
fournit un moyen algébriqne de trouver les axes principaux 
que nous avons déterminés par des considérations géomé- 
triqnes. 

KeprenoDS , en effet , la valeur générale d'un moment 
d'inertie qnekoitqae, en fonction des coordonnées, et sans 
préMippMer les HKHnents principaux. Cette valeur trouvée 
au n" 176 est : 

(C) L = acos'a + 6cos'o-+- ccos'y— 2c»9a cosc^mu^ — 
— 2cosa( cosy2nu!2 — 2cosê cos y 2 myz. 

Cherchons les directimis des lignes par rapport auxquelles 
doit être pris le moment L, pour qne sa valeur soit nn maxi- 
mum ou im mintinum. On connaîtra ces directions par ce 
caractère, que la valeur L ne variera pas, qnand ou fera 
varier très-peu dans l'équation ci-dessus les valeurs a, €, y. 
C'est la théorie conwie des maxima et des niinima. Diffé- 
rentions donc successivement, par rapport ù t>., ê, y, celle 
éq«Hi«n mise préalablement sons la forme .- 

L (cos'a + coa'S + cos'y) = a cos'st + b cos'S + e cos'y — 
— 2/" cos s( cos o — 2; cos « cos y — 2A cos ê «» y, 

en représentant, pour abréger, par f, g, h les sommes des 
rectangles. La difTéreniiatio», effectuée en regardant L 
comme constant, founiit les trots relations ; 

(L — a)co3« + /'coBS-f-sra»y^o, 
/■ C08 « + [L — fr) C08 ê -H A cos y = o . 
ji cos a + A cos S 4- ('■ — c) cos y = o . 
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auxquelles doivent saïUfiiire les valeurs de «, S, 7 et L qui 
répondeut au maximum et au inÎDiinum. On tire de là, par 
une élimination conveuuble, l'équation snivante, qui ne con- 
tient que L, et qui est du ti'oisième degré par rapport à cette 
iiicoiinne : 

(2) (L-B){L-/.)(L-<:)-(l,-fl)A'-(L-fr)!,»-(L-c)/» 
+ 2/jA = o . 

L'une des trois racines donnera le maximum, l'anlre le 
minimum, et la troisième, qui ne peut être, cooséquemment, 
ni un maximnm ai on minimum, sera intermédiaire entre 
les deux. Chacune de ces racines correspondra à un certain 
système de valeurs pour les angles x,ë, y : car il srrait 
filcile, au moyen des relations (1), d'exprimer leur cosinus 
en fonction de L. Ainsi chacune des trois valeurs du mo- 
ment, fournies par l'équation du troisième degré, détermi- 
nera une direction d'axe correspondante. 

Remarquons qu'on pourrait supposer que les directions 
dont il s'agit coïncident avec les axes coordonnés, si l'on 
admettait dans l'équation (S) : 



Car il est bien visible qu'alors cette équation serait salis- 
faitc en donnant à L une quelconque des trois valeurs 
a, h, c. Ainsi, la condition pour que trois axes de coordon- 
nées rectangnlaii'es soient des axes principaux , est expri- 
mée par : 

2jiury=o, ^nuiz = o, Imyi = 0. 

C'est justement là ce qu'on a déjà trouvé par l'autre mé- 
thode. 
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179. — Les points de l'espace pour lesquels les axes 
principaux d'un système sont parallèles chacun à chacno 
sont symétriquement placés par rapport au c^utre de gravité. 
Soit un point de l'espace, et OA, OB et OC les trois 
a^es principaux d'un système matériel, relativement à ce 
point. 

Prenons pour axes de coordon- 
nées trois droites GX, G¥ el GZ, 
parallèles au\ axes principaux, et 
placéesau centre de gravité du sys- 
tème. Soit p, q, r les coordon- 
Y nées du point 0, et x, y, z celles 
d'un point quelconque M du sys- 
tème. Les coordonnées , par rap- 
~X port aux axes piincipaux, seront 
x—p,y—q,z—r. 

Les conditions qui expriment que 
les axes OA, OB el OC sont prin- 
cipaux , sont , comme on sait , les suivantes : 

2«(*-p)(y-f) = o. 2m(x-p)(z-r) = o, 
2m(y — 9){2-r)=o. 

Développons ei mettons en dehors du signe £ les quantités 
p, q, r, qui sont les mêmes pour tous les points. Soit d'ail- 
leurs M la masse totale du système. Les relations ci-dessus 
deviendront : 

jMpç + 2fnxy — qXmx — pimy = , 

(1) {m pr+ 'S.mxz — r'Si^nx — p1\m = o, 

(Hl^r-f- 2my£ — r^my — y 2 nu =^0. 
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Mais, puisque G est au oentre de gravité, lea quantités 
Simx, Imy, Imz sont séparément nulles. Ces équations se 
réduisent donc aux «iiivMitefl : 

tip<}'t-2mxt/ = o, Mpr + 2nu:z^o, fA)fr-i-^tHy=o, 

Aura lesquelles la masse totale et les sommes des rectangles 
sont eatiireroeniiadépcadun tes de la position du point 0. Oa 
■e pevt éridemment y satisfaire que par les valeui^ actuelles 
dep, g, r, ou par des valeurs égales et de signes contraires, 
dont les produits deux à deux, serout les mêmes. 

Donc, les deux systèmes d'a\es principauji. parallèles sont 
relatife à deux points de l'espace tels que la droite qai les 
}oiiit est divisée en deux parties égales par le centre de 
gravité. 



Pr«>f«rftUa sixième. 



180. — Si, par un point quelconque pris sur l'un des axes 
principaux relatifs au centre de gravité, on mène deux 
droites parallèles aux deux autres axes, ces deux droites, 
avec le premier axe choisi, constitueront un système d'axes 
principaux relatifs au point considéré. 

Reprenons, en effet, les relations (1) du numéro précé-. 
dent, qui expriment tes conditions des axes principaux pour 
un point quelconque de t'espace. 

Dans le cas oii les axes de coordonnées GX,GY etGZ 
sont les 3XPS d'inertie principaux relatifs au centre de gra- 
vité G, les sommes des rectangles, Imxy, Imsez, Imj/x, 
sont séparément nulles. En sorte que les relations (1) se ré- 
duisent k celles^ : 

Mpfcso, Mpr = o, H^t=BO, 
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lesquelles sont ideatiqiieiiient satisfaites, pourvu qoe deux 
(le« trois qaantilés py q, r, vùtax nulles à la fois, c'est-à- 
dire pourvu qu« le poiot soit piis eui* I'ud des «es prin- 
cipaux. — Il est d'aillMin viubie que cette Mndition, qai 
est Buffisanlef est en même temps nécessaire. 



' 18t. — Lorsque deux des momeats d'inertie principaux, 
relatifs au centre de gravité, sont égaux entre eux et moin- 
dres que le troisième, il y a toujours dans l'espace deux 
points pour lesquels les trois moments principaux sont égaux 
entre eux. Ces deux points sont d'ailleurs situés sur l'axe 
principal correspondant au moment inégal, et à égale dis- 
tance, d'un odié et de l'autre, de ce centre de gnvUé. 

Pour le démontrer, je dis en premier tieu que tout poîM 
pour lequel les trois moments d'inertie |Hincipaux mM 
égaux est nécessairement placé sur l'un des axes principtsK 
relatife au centre de gravité. En effet, on peut, par le point 
en question, mener trois droites parallèles aux axes princi- 
paux du centre ; mais ces droites seront elles-mêmes des bxm 
principaux pour le point où on les a menées : car, les trois 
moments d'inertie principaux ayant été supposés égaux ea 
ce point, il en résulte que toute ligne qui y passe eu ua axt 
principal. Ainsi, nous voyons d'abord que les trois droites 
menées par le point parallèlement aux axes principaux dM 
centre de gravité sont elles-mêmes des axes principanx re- 
latifs à ce point. D'un autre côté, le parallélisme de ces axM 
principaux avec ceux du centre implique, d'après la propo- 
sition précédente, que le point est situé sur l'un des axes 
relatifs au centre. 

£n second lien, je dis que, si les trois moments d'inertie 
sont égaux pour le point dont nous parlons, il y en aura né- 
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cessairemeut deux égaux aussi pour le centre de gravité. 
Eu effet, soit A, B, C les iDoineiits principaux du eestre. 
Remarquons que le point donné est sur l'un des axes prin- 
cipaux du centre, surt'axe relatif au moment A, par exemple. 
Par conséquent, si A' est la valeur commune des trois mo- 
ments pour ce point, on a tout d'nbord A'=^A. Mais, ou 
outre, si l'on désigne par p la distance du point au cenlm 
de gravité, on voit qu'en venu des relations existant enu-e 
les moments pris pour des axes parall^es ( n' 175 ) on peut 
écrire : 

A'=A = B + M;>*, A'= A = C + SIp'; 
d'oîi résulte : 



- V M ' 



A>B. 



On voit donc que, dans le cas où deux moments sont éganx 
et moindres que le troisième, il existe sur t'axe de ce troi- 
sième deux points symétriquement placés par i-apport nu 
centre dtj gravité, pour lesquels les trois moments princi- 
paux sont égaux. 

Cette proposition pouiTait éirc formulée d'une autre ma- 
nière, en disant qu'il y a deux points de l'espace dont l'ellip- 
soïde centrai se réduit à une sphère, lorsque l'dlipsoîdc 
central relatif au centre de gnivité est de révolution autour 
de son plus petit axe. 

Coniéquenee. — Si les trois moments principaux du centre 
sont égaux, la valeur ci-dessos de p est nulle, et, par suite, 
les deux points en question se réduisent à un seul, qui n'est 
autre que le centre de gravité lui-même. 
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RECHERME DES CENTRES DE GRAVITÉ ET DKS MOMENTS 

D1NEBT1E DES SYSTEMES A POINTS HATÉRIELS 

TRfiS-RAPPROCHËS. 



ISa.— Nou&avoDs dëjji indiqué, ail n* 1S6, comment on 
procédait théoriquement pour ifouver le (^nire de gravité 
d'uu nombre quelconque de points matériels. La méthode 
générale consiste it former pour chaque point le produit 
analogue à mx, et h diviser ensuite la somme de tous ces 
produits par la masse totale, pour avoir la distance du centre 
de gravité au plan par rapport auquel les distances x sont 
évaluées. On peut aussi ramener la recherche à celle de 
deux points matériels seulement, en commençant par déter- 
miner le centre de deux points, puis le centre d'uh troi- 
sième avec les deux premiers réunis à leur centre ; et ainsi 
de suite. 

On procède d'une manière analogue pour les moments 
d'inertie. On forme tous les produits mr*, r désignant la 
distance de chaque point à l'axe d'inertie. La somme de ces 
quantités donne la valeur du moment total par rapport h cet 
axe. 

Mais il est visible que cette méthode, tantpour les centres 
de gravité que pour les moments d'inertie, toujours sufll- 
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santc en théorie, e&l véi-ilablement illusoire en pratique. 
Ciir, dans les cas réels qu'on est amené à considérer, on im' 
connaît ni le nombre des points matériels ni leur situation 
exacte. Ils écliappent, en effet, par leurs faibles dimensioDS, 
à toute investigation directe. Le procédé ne serait appli- 
cable qu'à des corps finis, envisagés séparémenl comme des 
points matériels par rapport à l'ensemble du système qu'ils 
constituent, et pour chacun desquels on connaîtrait déjà le 
centre de gravité ou le moment dlnertie, suivant les cas. 
Ces corps étant, en effet, en noiiU>re très-limité dans an 
même système, et leur position étant nettement discernable, 
on pourrait, au moyeu de ta mëliiode générale, trouver le 
centre de gravité ou le moment d'inertie de l'ensemble. 
Mais ce n'est là, comme on voit, qu'uu accessoire qui né- 
cessite la connaissance préalable relative à chacun de ces 
corps isolément, pour lequel le procédé génénd est totile- 
meat ijiapplicable. 

Celle diOlcullé disparaît pour tous les corps théoriques 
conçus comme absolument amtintu, c'est-à-dire dans les- 
quels on supposerait que la matière s'étend sans aucune tfé- 
paratioD, sans aucuns vides on pores interposés entre les 
parties matérieltes. La question est alors ramenée à de 
pures recherches de calcul intégral, comme nous le bkhi- 
trerons amplement par la suite. Il est donc très-flitorel 
d'examiner si l'on ne pourrait pis utiliser ces résultats piwr 
lescoi^s réels, qui sont tous tlitt>»ntitMt ou constitués en 
systèmes dynamiques dans lesquels les points matérids se 
trouvent toujours séparés les uns des autres. Les distances 
qui existent entre eux sont d'ailleurs, dans tous les cas, extré- 
loement petites, ce qui ne veut pas dire qu'elles sont négU- 
gesbles par rappoit aux dimensions des particules : on ad- 
met au contraire qu'elles sont du même ordre ; seulemant 
les unes et les autres sont très-faibles devant les i^mensiODS 
totales du système. 
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L'analysfi a établi crue vérité bteo importaate, que Iw 
ceuire» de gravité et les moments d'inertie peuvent, dans le* 
corps réels, eue rechercliés par les mêmes procédés de cal- 
cul intégral que dans les corps continus actifs. C'est ce que 
nous allons démontrer, au moyen d'une proposition plus gé- 
nérale, qui convient non^eulement aux centres de graiité c* 
aa\. moments d'inei'tie, mais encore à toute recherche dnas 
laquelle on est amené à faire une aomme de termes obten» 
en multipliant la masse de chaque point matériel par ne 
certaine ToncUon de ses coordonnées. 

1&3. — Lorsqu'un système est formé de p<nnts matériels 
irès-rapprochés, on peut le traiter comme un corps ab c téii 
ment plein, dans toutes les questions où l'on a à considérer 
les pi-oduits des masses des points par certaines fonctions 
de leurs coordonnées respectives. 

£a effet, supposons un corps absolument plein, et conce- 
vons-le décomposé en un certain nombre de volumes v, v', 
v"... Soit p, p',p"...la densité moyenne dans chacun de ces' 
volumes : les masses seront respectivement égales à pv, p'r', 
pV... 

Acuiellement, imaginons que chacune de ces parties soit 
remplacée par un point matériel de même masse qu'elle et 
placé à son centre de gi-avité : l'ensemble de tous ces pointa 
matériels constituera un système dans lequel les vides se- 
ront en rapport des dimensions de ces volumes r,e',e"... 

Soit U use certaine fonction des coordonnées d*un potM 
quelconque du corps. 

Pour la solution d'une qnestion telle que la recherche da 
centre de gravité, du mcnaent d'inertie, on ponr toute autre 
analogue, on sera conduit, dans le système composé des 
points matériels pr, ^oV, pV',.,. à effectuer une somme de 
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termes IpvV, dans laquelle p, t> et II varieront de valeur 
d'un point matériel à l'autre. 
La même question, relative au corps absolument plein, 

conduira à effeciuer une iniégrale / pdtj, U , étendue à tout 

le volume du corps, et dans laquelle [i et U varieront, non- 
seulement d'une partie à l'autre, comme dans le système, 
mais aussi d'un point géométrique à l'antre dans une même 
partie. 

La différence entre l'intégrale / pc/rU et la somme £prU 

représente l'erreur commise en considérant le système 
comme uu corps plein. Il s'agit de montrer que cette erreur 
est négligeable, lorsque les points matériels du système 
sont trèfr-rapprocliés. 

Lintégrale / fUf/c est égale à l'intégrale définie, prise 

entre les limites correspondant à la première partie, plus 
l'intégrale prise de même pour la seconde partie, pins celle 
de la troisième; et ainsi de suite pour chaque partie. 

Pour une partie quelconque, soit U, la valeur de la fonc- 
tion U quand les coordonnées y sont celles du centre de 
gravité de cette partie. Dans toute l'étendue d'une même 
partie, on peut toujours développer U suivant une série de 
termes U,-|-a« + ëw' +.... on a représente une certaine 
foDCtion, au premier degré, des différences qui existent 
entre les coordonnées du centre de gravité et celles da 
point considéré, S une fonction, au second degré, des mê- 
mes différences...; u, u'...,des fonctions des coordonnées 
elles-mêmes du centre de gravité. Si nous négligeons les 
termes affectés des différences au second degré, vu leur pe- 
titesse par rapport 6 ceux du premier degré , l'ini^grale 

j pVrfjî, étendue h la partie coosidérée, sera égale i 
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fiuU, + / pcttu/e. 



Le terme analt^iie de la somme relative au système des 
poiuls matériels sera simplement : 

La quantité f ^xudvesi donc i'expi-cssioii de l'erreur com- 
mise, en ce qui concerne lu partie v. Cette erreur sera évi- 
demment accrue si l'on donne te même signe h x, daus toute 
l'étendue de la partie, et si, eu outre, on lui atu-ibue cens- 
taroment la plus grande valeur x^ qu'elle puisse y atteindre. 

L'erreur exacte est donc moindre que f pix,adi> ou que 
«, / pudv. 

Llntégrale / pudr est d'ailleurs elle-même une quantité 

de la forme ^Ut, u, éunt une certaine valeur moyenoe de 
la fonction u dans toute l'élendne de la partie. De sorte que, 
finalement, l'erreur susdite est moindre que 



Eu raisomiaut pour les autres parties comme uonsve- 
nous de le faire pour l'une quelconque d'entre elles, ou voit 
que l'erreur totale commise dans l'assimilatioD du systèntc 
avec le corps plein sera moindre que : 

«,ppw, -I- «j'p'o'u; -l- a.';fv"u'; + ....; 

somme de termes qui sera évidemment moindre que celle 
qu'on obtiendrait en y douuaut paitout à a, et à u, les plus 
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grandes valeurs «,<" et u/"' qu'elles y reçoivent effective- 
ment. Or l'on aurait ainsi : 

.«;"'wi"'{pp -+- pV + p"o" + ) , 



en représentant par M la masse totale du corps ou du sys- 
tème. 

Mais M est une quantité finie : de même u/"' est nécessai- 
rement fini, puisque c'est une certaine valeur qu'acquien la 
Touction u, qui est toujours finie. Au contraire, a,^"' qui est 
une foDCliou au premier degré, des diOerences qui existent 
entre les coordonnées de deux points d'une même partie, 
peut avoir une valeur indéfiniment décroissante, si les par- 
ties sont prises de plus en plus petites. 

Ainsi, quand on rraite un corps plein comme un corps 
disconliiiu, on commet une erreur dont la graudeur dépend 
des dimensions des parties entre lesquelles on le conçoit sé- 
paré; et réciproquement, si l'on traite un corps discontiuD 
comme un corps plein, ou commet une erreur qui dépend 
des dimensions des parties renfermant de la matièret 
qu'on peut considérer dans ce corps. D'où il suit que le de- 
gré d'approximation est marqué par les dimensions an- des- 
sous desquelles les parties r-tsblies dans le corps cesseraient 
de contenir de la matière. En d'autres termes, l'approxima- 
tion dépend de l'espacement réel qui existe entre les points 
matériels dn système. 

Dans les corps naturels soit liquides, soit solides, etc., 
l'espacement des points matériels parait être extrêmement 
faible, par rapport aux dimensions des corps eux- mêmes. U 
y aura donc lieu d'appliquer à la recberche de leurs centres 
de gravité et de leurs moments d'inertie les procédés de calcul 
intégral dont nous nous serons servis pour les corps pleins. 

Xemarqve. — La démonstration repose snr ce qne la 
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vateui- de u, en passait t d'un point à un autre de la même par- 
tie, est toujours finie. Cela signifie que les variatioDS de U, 
pour d'assez faibles variations des coordonnées, ne sont ja- 
mais très-grandes. Il pourrait ; avoir telles ronctions des 
coordonnées pour lesquelles cela n'eàt pas lieuj mais ces 
TonctioDS ne sont éTidemment pas du genre de celles qui 
correspondent aux questions que nous avons en vue, les- 
quelles se réduisent à la masse multipliée par certaines pois- 
sa Hces des coordonnées. 



Reebereh* 4*» ttwArt» 4« gravllé. 

1 %!t. — C«rps mUêma. — Concevons qu'on décompose le 
volante du corps en une infinité de petits parallélipipèdes 
rectangles obtenus en Taisant passer une infinité de plans 
parallèles aux trois plans coordonnés. 

La densité du corps sera généralement variable d'un point 
à l'antre, et soit p cette densité qnî est une fonction des coor- 
données. La masse d'un des petits parallélïpipèdes ainsi 
formés sera exprimée par ^dxdydz, en représentant par 
dx, dy, dz, ses trois dimensions inftniment petites. Le mo- 
ment de cette masse par rapport aux trois plaus coordonnés 
sera : x(idxdydz,pour \ep\Aaàesyz,ypdxdt/ dz pour 
le plan des xx , tl zpdx dy dz pour le plan des xy. 

Les intégrales de ces irois quantités, étendues au corps 
tout entier, et prises par conséquent dans les trois sens, rc- 
présenterMit les sonmies, i la limite, des moments de toutes 
les parlwvles matérielles iaUniment petites, entre lesquelles 
on peut concevoir le corps décomposé. En divisant ce» imé- 
gralcs définies par la masse toule du corps, on obtiendra 
les dislances da centre de gravité aux trois plans coordon- 
nés, c'est-à-dire les coordonnées de ce ceiiti'e. Elles seiswt 
donc fournies par les trois relatimis snivantes ; 
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Mr, i= I i f çxdxdydz, 

>l2, = C"f"r'f,zdxdsdz î 



dans lesquelles x„ et x, , y^ et y, , z„ cl z, , désigucnt respec- 
tivement les limites, dans les trois sens, entre tesquelics doi- 
vent (ttrc étendues les triples intégrales définies, pour com- 
prendre la niasse entière du corps donné. Ce sont les mêmes 
intégrations que celles qn'on a vues en géométiie pour trou- 
ver le volume d'un corps. Les quaniilés à intégrer diffèrent 
d'ailleurs en ce qu'ici elles contiennent de plus p et x, on p 
et y, ou p et z, dont l'une est relative h la densité et exprime 
par conséquent qu'on s'occupe de la masse au lieu du vo- 
lume, et dont l'autre exprime qu'il s'agit du moment par 
rapport aux plans coordonnés. 

Quant à la masse totale M, qui figure dans les i-elations 
précédentes, on peut suf^ser ou qu'elle est connue a 
priori, ou qu'elle résulte de la connaissance de la densité 
et du volume. Dans ce dernier cas, sa valeur est évidemment 
exprimée par : 



'■-JJ,../,. f^"»"" 

Lorsque le corps considéré est du nombre de ceux qu*un 
nomme homogènes, c'est-à-dire lorsque la densité est cons- 
unte dans toute son étendue, les relations précédentes se sim- 
plifient, parce que p peut sortir de sous les signes / . Si l'on 
représente abréviativement par V le volume total du corps, 
qui est égal à / '/ 7 'dxdydz, on a 
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xdxdydz, 
ydxdi/dz , 



<w 



yz, =f''r''(''zdxdydz. 



I^ méthode que nous venons de présenter est absolanwnt 
f^éncrale, pour tous les corps ou anins quelconques de ma- 
tière dans lesquels tes particules sont siifllsamment rappro- 
chées. La déteimlnalion du centre de gravité ne dépendra 
que de la connaissance de la loi suivant laquelle varie Li 
densité, et de la connaissance des limites entre lesquelles 
devront être prises les intégrales ci-dessus, limites qui 
sei-ont évidemment Toiimies par la Torme du la surface dn 
corps. Quant à l'état physique du corps, solide, liquide on 
autre , il n'a aucune influence sur la position dn centre de 
gravité. 

On ne devra pas perdre de vue que, d'après les proposi- 
tions démoutrées au commencement du livre III, la re- 
cherche pourra, dans bit^n des cas, être abrégée, lorsque la 
configuration du corps décèlera immédiatement un ou plu- 
sieui's plans moyens, dans lesquels, par conséquent, le cen- 
tre devra se trouver. 

i&b. — Avant de poursuivre nous parlerons de ce qu'on 
nomme centre» de gravite dei turfacet ou des ligne», 
dont la connaissance Tacilite beaucoup celle des centres de 
gravité des volumes. 

Quelques explications sont néce^aïres à cet égard. On 
ne se rend pas bien compte, en effet, de ce que peut être le 
centre d'une ligne ou d'une surface, puisque, d'après leur 
définition géométrique, ces objets sont immatériels, et que, 
conséqucmmeni, la notion du centre de gravite, invincible- 
ment )i('>e à celle de masse, n'a plus aucun sens immédiat. 
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Voici ce qu'on doit entendre par de semblables expressions : 
Le centre de gravité d'vne »ur face n'est auire que celui 
d'un solide iuûnimenl mince comprisentre la surrace donnée 
et une auire égale et parallèle qui en serait inflninient voisine. 
La question se trouve donc ramcni'c à celle des solides eux- 
tnëmcs, et on la résoudra par des intégrations semblables, 
mais plus simples en ce i|u'elles ne seront étendues qu'à 
deux sens au lieu de l'être ù trois. Los relations s'établissent 
d'ailleurs sans la moindre difliculté. Eu cRel, soit e l'épais- 
seur infiniment petite du corps superficiel, ^ la densité cons- 
tante. Si l'on décompose la surface en cléments par une sé- 
rie de plans infiniment rapprochés, parallèles à deux des 
plans coordonnés, ceux des xz cl des i/z, par exemple, l'aire 
de chacun de ces éléments sera exprimée, comme on l'a tu 
en géométrie, i^xr dzdy l^l + p'+ç', où/> et 9 désignent 
les dérivées partielles de : par rapport à ;r et par rapport à y 
dans l'équation de la surface z^/'(j', y)- La masse com- 
prise sous l'élément superficiel considéré, qui a pour 
épaisseur t , sera égale à pE dx dy 1^1 +;>' + 1/' ; et son mo- 
ment par rapport à chacun des trois plans coordonnés s'ob- 
tiendra en multipliant cette expression successivement par 
X, y et z. La masse totale sera égale à l'aire totale multi- 
pliée par pe : soit A celte aire, x, y, z les coordonnées du 
centre de gravité, on aura, en ciTaçani pc commun aux deux 
membres : 

Ax, = j j xdxdy V^l-H-p'+ ç' , 
Ay,=jJ'J 'ydxdy\/i+p*-i-g\ 

A z, =j^'y'z dx dy ^T+yrV' ■ 

Quant à l'aire A, on peut supposeï* ou qu'elle est coDOue 
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à priori ou qu'elle résulte de l'équation de la surface ; dans 
ce deruicr cas, la formule qui l'exprime est, comme on sait : 

A =jjj^'<te dy yi + p'+q' . 

Disons maintenant quelques mots des eentret de gratit4 
de» ligtiei. 

On arrive à cette conception d'une manière tout à ftït 
analogue, en imagînaDt que le corps soit uoa-seulemeDt 
compris entre deux surfaces infiniment voisines, mais même 
qu'il se réduise ii un simple filet obtenu en faisant passer 
deux nouvelles surfaces, également très-voisines et normales 
aux précédentes. On fait alors abstraction de deux dimen- 
sions du corps, et, en raisonnant comme précédemment, on 
voit que les formules qui détenninent les coordonnées du 
centi'e de gravite sont les suivantes : 

Lx,=l 'xds=l 'x \/dx^ + rfy' + riz' , 

L y, = r*'y '/•' =/*'y V'dx^ + dy-'+dt' , 

L z, = r'z ds = r'z Vdx'+dy'+dz* ; 

dans lesquelles L , qui représente la longueur totale de la 
ligne, est fourni par la relation : 

L = / 'ds = l Vrf-r' + rfj/' + rfî'- 

Les différentielles dy et dz sont, bien entendu, connues 
en fonction de dx, puisque, d'après les équations de la ligne, 
ou doit avoir y^^fi^), a'=cf(ar). 

Lorsque la surface ou la ligne considérée sera conte- 
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nue dnns un plan, lu rccliorcbe prccMonle se réduira à 
délcrmincr soitlenient deux coordoiinéos; fjir il esi bien 
('■vidoiil qu'aloi's le ccnire de gi'avilé sera situe dans [c pl;iii. 

Oii se rend compte aisément de ce que la connaissance du 
ceiitm des sui-faces, par exemple, peut aider jt celle des vo- 
lumes. C'est ce qui arrive notamment pour tous les vo- 
lumes prismatiques. Car il est visible que le plan paralli-lc 
aux arêtes et passant par le centre de t;i~aviié du poly|;oii(> 
de la base est un plan moyen du solide. Il est donc utile de 
savoir déterminer d'abord le centre de cette base. 

Nous résoudrons les problèmes particuliers sur les cen- 
Ircs dans l'ordre suivant : 1* centres de gravité des lignes; 
2* centres des surfaces; 3° centres des volumes. Nous em- 
ploierons, suivant les cas, soit la méthode gén«rale, soit des 
procédés géométriques directs. 



■"rvM^MCB ^rlIcNlier*. 

186. — CcHlr» de gravUé de fNel<|KH HfïBe» »fé- 

elalc». — Ligne droite. — Il est évidenl que le centre de 

gravité d'une droite est en sou milieu. " 

Ligne briiêe formant un triangle. — Soit ABC le 

triangle. Les centres de gravilii 

des li'ois côtés sont respectivement 

en D, E, F, milieux de ces mémos 

côuis. En chacun des centres on 

peut concevoir un point matériel, 

de masse propotitonnellc au c6té 

, I. - correspondant: il ne reste plus qu'à 

^ -_ \ chercher le centre de gravité de 

" !■' C ces trois masses. Soit H le centre 

"'''■ ^ de gravité des deux masses K et F. 

Le centre de gravité déAnitirsera nécessairement sur la ligne 
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1)11. Or, lu pointu itivîsaiitlii ligne ET d'itiic iimiiici-c iiivrr- 
seniciil proportion 11 elle aux deux masses E et F, (;t eellesH;! 
clant elIcs-mAmes proporlionnellrs anx deux cillosAC et 
It(', on unra : 

Fil _ AC __ AK _ m-' _ 
liH ~ BC ~ BF ~ l)K ' 

donc la ligne l> Il est la bissectrice de l'angle E D ¥. Un dé- 
montrerait de même que le centre de gravité cberchéestsur 
la bissectrice des deux autres nngles DE F et DFE : donc il 
est au point de reneonlre de ces trois bissectrices. Mais il 
est à remarquer que ce point de rencontre est en même 
temps le centre du cercte inscril au (rianglc EDF. On petit 
donc dite que le centre de gravité d*iiii contour Irianguluire 
A BO est le ceiitiv du cercle inscrit an triangle qu'où forme 
eu joignant les milieux des côtés du premier. 

Ligne briiée polygonale. — On clierclie sans dîflleulté 
le centre de gravité des deux premiers edtés , puis le centre 
de gravité du point matériel ainsi obtenu avec le troisième 
cAté, puis avec le quatrième j et ainsi de suite. 

^irc de cercle. — Soit 

ABC l'arc de cercle. Preaous 

pour axes de cooi-doonées 

- deux droites rectangulaires 

menées par le centre, et dont 

l'une OX conpe l'arc en son 

Fig. M. ^ milieu. Le centre de gravité 

sera, à cause de la symétrie, situé sur la ligne OX : il ne 

reste plus qu'à trouver sa distance au centre. Soit «, cette 

distance. La formule générale à employer est 

Les deux limites de l'îniégrale sont ici les mêmes, puisqne 
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les points exlrômes C et A ont la même abscisse OD, qoe je 
représenle par a. 
L'équutiOD du cercle i-appoi'ié à de paivils axes de coor- 

i -.--i^-^i f^t, par suite. 



données étant y' + a;*=»^, ( 



1/.'— «■ 



Donc l'intégrale indéfinie est égale 



r rxdx 



, on bien 



àrV r' — x^. 

Pi'enons l'intégrale définie; ce qui se fuit en remplaçant .r 
par a, et relrancliaiit la première quantité de la seconde. 
Cette soustraction se change en addition, puisque y est né- 
gatif pour la partie au-dessous A B, d'où résulte le changc- 
meiil de digne du radical. Il faut en définitive doubler le 
résultat; ce qui donne : 

hx, == iryr^ — a' , dou a:, = — V'' — «= 7- î 
en désignant par e la corde, égale à 2 V^r* — a'. 

La dislance cherchée du cpntre de gravité au centre dD 
cercle est donc une quatrième proportionnelle au rayon, à 
la corde et à l'arc rectifié. 

187. — Centres de gnivllë de ^Hel^nes BarfaeeK 
KpéeUles. — Triangle. —Soit 
ABC le triangle. Concevons-le 
décomposé en une infinité de 
bandes infiniment petites , au 
moyen de la série de lignes ik , 
t'*'... pai-allèlesà BC Chacone 
de ces petites bandes a évidem- 
ment son centre do gravite en 
so!i milieu. Par conscquonl, le 
centre de gi-avitê de leur ensem- 
ble ou de la surface du triangle ABC sera situé (jnelque 
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part sur lu ligne AD, menée du sommet A au milieu de la 
btsfl BC. Un d<^montrerail de lu même mauière qu'il est situé 
sur les deuN autres lignes menées des sommets B et C aux 
milieux des cdtés opposés. Donc ce ceiitrc est au point 
de rencontredes trois médianes, ou, ce qui rcvieutau même, 
sur l'une des médianes, et au tiei's de sa longueur à partir de 
la base. 

Il est ik remarquer qu'on arriverait au même résultat, si, 
au lieu du triangle ABC, ou avait trois points matériels 
égaux, respectivement placés aux trois sommets. Car le 
ceuii-e de gravité des deux premiers B et C serait évidem- 
ment au milieu de la ligne BC qui les joint; et le centre de 
ces deux premiers avec le troisième serait quelque part sur 
la ligne AD. 

Polygone. — Un polygone pourra se décomposer en 
triangles, et l'ien n'empécbera de trouver, par la méthode 
précédente, le centre de gravité de chaque triangle; puis 
on cherchera le centre final de tous les centres partiels ainsi 
obtenus. 

Paraîtélo^ramme. — Si on a le parallélogramme A B D C, 
il suffit de le décomposer en deux triangles par la diagonale 
^B BC. Le centre de gravité 
de chacun de ces triangles 
sera sur la ligne qui joint 
le sommet A ou D au milieu 
de la base , c'est-à-dire sur 
Fig. Aî. la deuxième diagonale AU. 

Mais ces deux triangles étant symétriques , leui-s centres 
seront à égale distance du point I, et, par suite, le centre de 
gravité final sera en ce point I lui-mt^me, c'esi-à-dire à l'in- 
ter&ection des deux dragonates. 

Trapèze. — Soit le trapèie ABC. Le raisoniicnient pré- 
senté ci-dessus pour le triangle prouverait d'abord que le 
centre de gravité est quelque part sur la lii;nc L F qui joint 
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jfis milieax des deux côlûs parallèles. Si l'on veut ensuite 
. -D - d^teriniDer le pointpréds G où 

il se trouve sur cette ligne, il 
suffit de prendre les centres g 
et fj' dfîs deux triangles A DB, 
CDB, dans lesquels le ^trapèze 
^"f est divisé. Le centre de gi-avité 
F'ï. w. Qnal devantêtre sop la ligne gg' 

est nécessaipcment au point G, întppscctioii àegg' avec EF, 
Il est fucile d'avoir le rapport des deux longncnrs EG. 
FG. En effet, les deux triangles ayant même hauteur sont 
ppoportjoniiels ù leurs bases Â B, C D ; et le trapèze, qui en 
est la somme, sera proportionnel à la somme de ces bases. 
Esprimous que, d'après les propriétés connues du centre de 
gravité, le moment du irapc ze est égal à la somme des mo- 
ments des deux inangles par rapport an plan mené suivant 
A B, perpeniliculaïrement à la Agui'e ; et de même par ra[^ri 
au plan mené suivant CD perpendiculairement ù la figure. 
Soit k la hauteur du trapèze et x et x les dislances du 
point G aux deux bases. Les distances de g et de g' à la base 

A B seront respectivement égales à - hcljh;de même les 

distances de g et de g' à CD seront respectivement égales à 

T A et T Ji- Par conséquent, les relations des moments dont 

il s'agit pourront s'écrire : 



d'oïl, en divisant membre à membre : 
T AB 4- 2CD 
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Oi- le rapport de x h x' est le même que celui de EG 
ÛFG. 

Secteur de cercle. — Il est visible, d'une pnrt, que le 
cenirc de gravité sera sur le myon qui divise le secteur par 
moitiés. D'autre part, on peut décomposer ce secteur en une 
infinité de petits triangles, ayant pour sommet commun le 
centre du cercle et pour bases les cléments eonsécutirs de 
l'arc du secteur. Chacun de ces triangles ayant son centre 
de gravité au\ deux tiers du rayon, le centre générai s'obtien- 
dra eu composant tous ces centres partiels, ce qui i-cvient à 
cliercher le centre de gravité de l'arc de cercle décrit avec 
un rayon égal aux deux tiers de celui du secteur. Eu sorte 
que, si c, r et L sont la corde, le rayon et la longueur de 
l'arc qui sert de base an secteur, la distance du centre de 
gravité au cenli'e du cercle sei'a égale it 

2 2 



Segment de cercle. — Le segment est la différence entre 
le secteur et le triangle qui a pour base la corde. Les aires 
de CCS trois surfaces sont respectivement égales à : 

•i{>-h — ac). {rh, '.ac. 

D'ailleurs, leurs centres de gravité étant tous sur le rayon 

médian, on peut appliquer la relation des moments, pris par 

l'apport au centre du cercle, pour déterminer la distance du 

centre de gravité du segment. Celte relation donne : 

2 rc 2 

■v X \ (rL -- ac) = - - X { rL — ^a X i ae. 

On en déduit : 

„ _ 2 (■-' - a') 



rL — ac 6{jl.— ac)' 
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188. — CeMires de gravité de ^Hel^Hcs v«lyMe« mfi- 

eiaux. — ParaUèlipipède. — Il est évident que tous les 
plans diagonaux sont des plans moyens. Par conséquent, le 
cchtii! de gfavilé se trouve à leur intersection, ou, ce qui re- 
vient au même, au point de reiicoulrc de toutes les diago- 
nales. 

Prigme. — Il est aussi évident que le centre de gravité se 
tronvera sur la ligne qui joint les centres de gravité des 
deux bases, et au milieu de cette ligne. Cela résulte de ce 
qu'on peut décomposer le solide en une infinité de prismes 
infiniment petits par une série de plans parallèles sm\ bases. 

Pyramide. — Le plan mené par le sommet et la ligne 
médiane de la base est évidemment un plan moyen ; car on 
peul décomposer la pyramide en une série de prismes infi-' 
ninient petils par des plans inBnimeiit rapprochés parallèles 
à la hase. Le même raisonnement pouvant se répéter pour 
un sommet quelconque et ia base opposée, il s'ensuit que le 
centre de gravité de la pyramide est au point d'intersccliou 
de tons ces plans moyens. Il est d'ailtcuis facile de conclure, 
de la similitude des triangles ainsi formés, que ce centre se 
trouve situé, au-dessous de ia base, à une distance égale au 
quart de la hauteur de la pyramide. 

On peut dire aussi que le centre de gravité est au milieu 
de la ligne qui joint deu\ aréles opposées. 

Nous avons tacitement admis que la pyramide était trian- 
gulaire. 

Si elle était polygonale, on verrait aisément que le centre 
est situé sur la ligne qui joint le sommet au centre de gra- 
vité du polygone de la base, et à une distance, au-dessus 
de cette base, égale au quart de la liantcur. 

Cylindre, cône. -Leui-s centres de gravité se conctucut- 
uisémcnl de ceux du prisme cl de la pyramide, eu cou- 
sidéi-aut ces solides comme des prismes ou des pyramides 
d'une infinité de cùlés. 
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Nous ne nous ctuudi'ons pas davantage sur ce genre de 
rcchciTlies, Les figures que nous venons d'examiner", et pour 
lesquelles on i>eut la plupart du temps dôteraiînvr la posi- 
tion du centre par des procédés géométriques fort simples 
qui dispensent des procédés plus compliqués de l'analyse, 
suRIsent presque onlicrement aux besoins pratiques. Quant 
au\ autres corps, qui ne sont pas compris dans la précé- 
dente énumération, on pourra, lors(iuc les considérations 
géométriques n'y pourvoii'ont pas, employer les méthodes 
généralc-s que nous avons exposées. Nous admettrons doue 
dès maintenant que le problème des centres de gravité est 
complètement résolu pour tous tes corps réels que le rappro- 
cbcmeut de leurs molécules permet d'assimiler à des corps 
pleins, et qui sont d'ailleurs susceptibles par la nature de 
leurs formes d't^Irc exprimés par des formules analytiques. 

Avant de quitter ce sujet, nous démontrerons im thf^o- 
rèmc important, dit tbéorénic de Guldin, du nom de son in- 
venteur, el qui fournit un moyen précieux pour mesurer les 
surfaces ou les volumes de révolution par la connaissance 
des centres de gravité des lignes ou des aires planes qui les 
engendrent. 

TBÉORÈHE DE GL'LtItM. 

189. — L'uire de la surface engendrée par une courbe 
plane tournant autour d'une droite quelconque située dans 
son plan est égale à la longueur de la courbe génératrice 
multipliée par la circonférence que déciitson centre de gra- 
vité. 

Le volume engendré par une surface plane tournant au- 
tour d'une droite quelconque située dans son plan est égal ii 
l'aii-e de la surface génératrice multipliée par la circonfé- 
rence que décrit son centre de gravité. 

Itapportoiis lu combe génératrice à deux axes de coor- 
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données reeUnigiilaiics, dont l'uo, coliiî des :r, par c\CDipie, 
coïacide avec lit droite aiilour de laquelle lii rcvoluUou sVF- 
fectue. 

On peut concevoir giie lu siitfiice engendi'ée soit décom- 
posée en tioe infinité de zones infiniment petites, au moyen 
de pluns perpendiculaires à l'aice des x. La surface éiémeD- 
taire d'une quelconque de ces zones aura pour mesure la 
cii-conTérence qui lui sert de base multipliée par l'élément 
d« la courbe, c'est-à-dire ini/.di. La suifacc totale s'ob- 
tiendra donc en prenant l'intégrale 



f^-Ky.ds o» iTiÇyds, 



étonduti aux limites de lu coui'bc gcnéralrioc. 

Mais, en vert» du théoi-ème des moments, si l'on repn.'- 
senle par L la longueur de lu courbe, et par y^ la dislance 
de son centre de gravité à l'axe des x, ou auiti : 



/l'y. =^y'^- 



bouc la surface en question sera égale à 37cy,.L, ce qui est 
précisément la formule annoncée. 

Qnant au volume engendré par une aii^ plane, on peut 
lui appliquer un raisonnement analogue. En effet, supposons 
d'abord que l'aire génératrice soit comprise entre une 
courbe et la droite autour de laquelle la rotation s'effectue. 
Le volume peut être décomposé en une infinité de petits cy- 
lindres, au moyen de plans perpendiculaires à l'axe des x. 
Chacun de ces cylindres élémentaires aura pour mesure le 
cercle qui lui sert de base multiplié par la hauteur, c'esi-ù- 
dire r.y^.dx. Le volume total s'obtiendra donc en prenant 
l'intégrale 

j-ny^.dx, 
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(itf i>diio aux liinilcs de Tnirc, que nou:; supposerons termiiu^o 
pai- doux coordonnées. 

Mais| en vpiiii du ihéorème dos momenls, si A désigne 
l'aire générairicc et y, l'ordonnée de son centre de gravité, 
on a : 

Jydxy: iy = Ai/i . 

Dune In volume en qiieslioii peut éti-c mis sous la Torme an- 
noncée 27ry,.A. 

Si l'aire génératrice est absolument quelconque, e'est-à- 
dire comprise, par exemple, eulre deux parties de courbe 
et deux ordonnées, une démonstnition semblable s'appli- 
quei-a encore. Car décomposons-la en une infinité de rectan- 
gles élémentaires par deux systèmes de lignes parallèles anx 
X et aux y. Chacun de ces rectangles aura pour expression 
dxdy, et en tournant il décrit un anneau infiniment petit, 
dont le rayon est y, qui est, par conséquent, égal à 
ii:ydxdy. Le volume total sera donné par l'intégrale double 



/ / ^Tzy.dxdy, 



étendue anx limites, dans les deux sens, de l'aire génératrice. 
Mais, d'après les moments, on a ; 



If'- 



ydxily= A y, , 



donc le volume considéré est représenté par2ity,.A. 

Si la révolution de la courbe ou de l'aire n'est pas cent- 
ptète, on pourra toujours avoir la surface ou le volume cor- 
■■espondanl à la fi'action de tour effectuée, en multipliant la 
coui'be OH l'aire génératrice par la fraction de circonférence 
décrite par le centre de gravité. 

1" Con»èquence. — Dans la rotation infiniment petite 
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d'une ligne ou d'une surface autour de sou axe insianiané, 
l'aire ou le volume infiniment petit engendré se mesure par 
la ligne ou la surface en mouvemeut multipliée par l'arc 
iafiniment petit décrit par le centre de gravité. 

i'ConiéqMenee. — Lorsque, réciproquement, on conoalt 
à priori la surface ou le volume de révolution engendi-é par 
la ligne ou par l'aire, ainsi que la longueur de cette ligne ou 
de cette aire, on en peut conclure la distance du centre de 
gravité à la droite autour de laquelle la rotation s'effectue. 



Recherche des memenli d'iaerlle el des axeo 
priaeipanx. 

190. ~- Les considérations développées aux n" ISA et 
suivants, pour la recberclie générale des centres de gravité, 
doivent trouver ici leur application. Seulement les foi^ 
mules qu'on eu déduira seront moins simples, puisque, au 
lieu d'avoir à opérer sur le produit de la masse de chaque 
point par sa distance à un plan, il s'agira du produit de la 
masse par le eané de la dislance à une droite, de telle sorte 
que les intégi-ales porteront sur r^dm. 

Occupons-nous donc des formules relatives anx moments 
d'inertie. 

Corps »«IIdci. — Proposons-nons de trouver les mo- 
ments d'inertie par rapport à trois axes rectangulaires. Cette 
recherche suffira évidemment pour chaque corps donné, 
puii^qne la connaissance de ces trois moments permet de 
déduire celle d'uu moment quelconque pour une droite pas- 
sant par le même point, et de là pour toute droite parallèle 
située comme on voudra dans l'espace. 

Prenons les trois axes d'inertie en question pour axes de 
coordonnées. Décomposons comme précédemment le volume 
du coii» en une infinité de petits parallélipipèdes i-eclan- 
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gifîs, au moyen de plans parallèles aux plans coordonnés. 
Soit p In densité variable, en un point quelconque. La niasse 
d'un Ati CCS parallélipipcdcs élémentaires ainsi formés sera 
égale 5 pdxdijdz. Le cano de sa distance à l'un des troi* 
axes, celui des x, par exemple, sera égal ù y' + r' : par 
suite, son moment d'inertie, par rapport au même axe, sera 
^(y^+x^^dxdydz. L'inuigi-alc de cette quantité, étendue au 
corps tout entier, c'est-à-dire dans les trois sens, représen- 
tera la somme , à la limite , des moments d'inertie de toutes 
les particules matéi ielles infiniment petites entre lesquelles 
011 peut concevoir le corps décomposé. Si l'on appelle .V le 
moment d'inertie du corps, par rapport à l'axe des x, on 
aura donc : 

A =£'f'£'? y + ^'5 flxdydz. 

On obtiendrait de même, pour les deux autres moment» 
BetC: 

fl = / 7 y 'p (a^ + z') rfaîrfyrfî, 

p [x^ -t- y*) dx dy dz , 



Lorsque le corps est homogène, les formules précédentes 
peuvent se simplifier. Eu effet, p sort de sous les signes d'in- 
tégration, et, si nous considérons, par exemple, la valeur 
de A, nous voyons que x n'y figure que par sa différentielle. 
On peut commencer par intégrer par rapport il celte coor- 
donnée; car l'ordre des trois intégrations successives est 
tout à fait arbitraire. Mais si on intègre par i-apport à x, en 
regardant y et z comme constantes, l'intégrale indéfinie 

1 'dx sera représentée par x, — x„, quantité dans laquelle, 

bien enteudu, x^ et ;r^ sont des fonctions de y et de z, fonr- 
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nies par l'éqnatioii de la sui-(ace sons laquelle est compris 
le corps, et qui inierviendi'ârit conscquemoient pour les in- 
tégi-oiioiis uluii'ieuies prises par rapport à y et ù r. La va- 
leur de A, et pareillemcitl celles de B et de C peuvent aïiisï 
6e inctti'c sous la foiiuc : 



'^JX"' 



'£!> 



*.) d/' -f *') '/y ff' > 

y„) {^' + z^)dxdz, 



Il it'y a pas lieu, comme pour le centre de gi-avité, d'éten- 
dre aux surfaces et aux lignes la reclicrclic que nous venons 
d'exposer pour les solides : car, les massses des surTaces et 

des lignes étant infiniment petites, l'intégrale jr^dm est 

elle-même infiniment petile, cl, par suite, te moment d'inei^ 
lie n'a plus aucun sens. An contraire, pour les centres de 
gravité la position du point clicrcbé ne dépend pas de rinu>- 

grale / xdm, mais du rappoit de celte intégrale à ia masse 

totale / dm, rapport qui n'est pas infiniment petil, et qui, 

conséquemmenl, assigne des cooi'dunnées géométriques au 
ceiilre de gravité 

Les moments d'inertie une fois trouves pour trois axes 
rectangulaires menés par uu point quelconque, on détermi- 
nera sans dilficiiltc, d'après les théorèmes démontrés dans la 
première partie de cet appendice, la position des axes prin- 
cipaux relatifs ù ce point, ainsi que la valeur des moments 
principaux. Uc Ift on passera, au moyen des mêmes th(>o- 
rèmcs, à la connaissance des momeuu et des axes princi- 
paux ix-lalifs ù tout autre point du solide, et spécialement à 
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U9 



la cofloaiftBaoce de cea quaoïités prises pour le centre de gra- 
vité luè-méme. 

Appliquons la mëtbode générale ci-dessus à quelques so- 
lides particaliers. 

191. — H*aiwU «inBcrlIe d'an r*r«ll^llrlr^« f* 
rmpftt à Mfl Irali mr*tt» «•■tlg««s. SoitOABC un 
parallélipipède rectangle > 
pour lequel nous nous pro- 
posons de trouver les trois 
moments d'inertie corres- 
pondant aux arêtes A , 
OB, OC. Prenons ces arêtes 
pour axes rectangulaires de 
coordoBoées, et divisons le 
parallélipipède en one infi- 
nité d'éléments, au moyen 
de trob séries de plans ras- 
/y- pectivement parallèles aux 

«►* faces OAB, OAC, OBC. 

Soit M un de ces éléments dont la masse sera exprimée par 

Si nous voulons avoir le moment d'inertie du solide par 
rapport à l'axe OA, il faut former le momeut du point ma- 
tériel 31, et intégrer saivant les trois dimensions. Or le mo- 
ment de M est égal k ^(^y*-\-z')dxdydz. Cherchons dong 
l'intégrale triple 




^ÇÇJ(s' + ^)dxdydz, 



laquelle, comme on sait, se ramène immédiatement à l'inté- 
grale double 



fiajj (y' + t.*)dydz, 
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VII iiilégrant d'abord par rapport à x, depuis ;r=^a jusqu'i 
^:aOA=a.NouS intégrerons ensuite successivement: 1° par 
rapport à y, depuis y=:ojusqu'à y = OB^Ji 2° par rap- 
porta *, depoîs z = o jusqu'à z = OC = c. Ces opération» 
n'offrent aucune difficulté, et l'on obtient pour le moment 
cherché : 

Remarquons que pabc représente la miue totale M du 
parallélipipëde : désignons respectivem^tt par A, B, C, les 
moments relatifs à OA, OB, OC ; les valeurs de ces trois 
moments seront les suivantes : 



On vérifie wseneit : If que, de ces trois moments, le pins 
frand est celui qui est pris par rapport à la plus petite 
tréte, et vioe vena; t° qne le plus grand des trois est en 
atâme lamps le maximun de tous eeax qui poamieM ¥en 
formés pour les diverses droites menées par le potat 0, M 
qse le plus petit des trois est va minimum. I^oà H suit que 
ces trois meuents A, B, 
C amt les trois mMnents 
- ^ — princïpani du point 0; et 

les trois arêtes OA, OB, 
pd^ OC, les trois axes princi- 
paux relatifs à ce point. 

Moment d'inertie d'un 
«llipâoide par rapfêrt é 
tel aaet 
FIf. u. 

b, e, les longueurs des demi-axes de figure de l'ellipsoïde. 




principaux. — Soit a. 
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En les prenant pour ax.es de roordonuées, l'équation de la 
surfiMe sera celle-ti : 

!» ?+^ + ?-- 

Donc, dans l'intégrale triple générale, 

il (laudra iolégrer d'abord par rapport à jt, entre les valeurs 
extrêmes — a et + a, et remplacer x^ eix^ par leurs expres- 
sions, roDctIon de y et de t, fournies par l'éqoattoD de la sur- 
face. On obtient pour le résultat de cette première iolégration : 



ou bien, en séparant les deux parties corretpaïukuit au Tac- 



^?ffflf' +2') V^i -Jî - ^î ''y (^ . 
éparanl les deux parties corretpaïui 

m J«f j J.'ifay/« _ ^ _ ^ i, + 

Pour effectuer l'inlégnition de la première partie, on em- 
ploie un des artifices connus de l'analyse : on représente la 

quaatilé i' -3- par le carré d'tme IncoDune attxiltaire r, 

et alors llM^grale de cette première parde pent être écrite : 

Jes quantités —r et -^r Nanties limites extrêmes delà va- 
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leur de y. Ces deux limites résuilent, en effet, de l'iospecUoa 

de l'équation— ,+ Tî^li laquelle est relative à la section de 

l'ellipsoïde par le plaH des yz. 

Mais l'on sait que / V^r* — y'rfy, dans laquelle y est 

seule regardée comme variable, représente la moitié de J'aire 
d'où cercle d'un rayon égal à^-, dont la valeur est 



LlDlëgraie précédente se réduit à 






La valeur de la première partie de l'expressiou (s) est donc 

égale i — ~- — . La valeur de la seconde partie s'en dé- 

dnit immédiateuient, eu i«niarquaat que, pour passer de 
l'une à l'antre, il suffit de remplacer z par y et r par i. Cette 



seconde valeur est 



linpac i' 



15 

Finalement, le moment d'inertie par rapport à l'aie OA 
est égal à — ^ — {b^+c'). 

Désignons respectivement par A, B, C tes trois momcnu 
par rapport à OA, OB, OC , et remarqubns que la masse to- 
tale M de rellipsoide est exprimée par - npaio. lies valeurs 
des moments seront les suivantes : 

A=^(y+HJ. B = ^(a>+0. C=y{a'+é»). 
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Comme conséqueBC«, cm voit une le moment d'inertie 
d'une sphère liomogène, par rapport à l'nn quelconque de 
ses diamètres, est reprësenié par 



en appelant r le rayon de la spbère. 

D'après cela, le moment d'une couche sphériqne comprise 
entre les deux surftces de rayons H et r, aura pour râleur : 

-^ (R' — r*) , si la couche est homogène ; 

ëit /*" 

-=- 1 pi'*i6', si la couclie est hélérogène dans le sens du 

*^'' rayon, tout en étant homogène sur nne 

même snrTace. 

Remarqua. — On aurait pu trouver directement le mo^ 
ment d'inertie d'une sphère, sans passer par celui de l'ellip- 
soïde, en décomposant son volume eu une infinité de couches 
concentriques infiniment minces. C'est la même métbodu 
qui fournît le moment dlneriie d'une couche finie, doiil nous 
venons précisément de donner la valeur quelques lignes plus 
haut. 

193, — Moment (tinerlie dex tolidet de révolution par 
rapport à leur axe. On peut obtenir Irès-aisément et par 
une seule intégration le moment d'inertie d'un solide de 
révolution par rapport i son axe, et conséquemmenl aussi 
par rapport à tonte droite parallèle à cet axe. C'est un des 
cas qui se présentent le-plus souvent dans la mécanique ap- 
pliquée. 

Commençons par chercher le moment d'inertie d'un cy- 
lindre b basedrcnlaireOAR, et dont l'axe, perpendiculaire 
en an plan de la ^nre, a une hauteur quelconque h. On 
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(MM diviser m cylindre es tme inSniié de volumea srab- 
Itllres eoBipm eatre des surfaces coBoentriques ininrmoit 
rapprochées. Soit OH = « le rayon de la snrfiice intérieure 
d'un de ces aoneaux, et dx l'épaisseur de cet anneau. Sou vo- 
_^ iume sera égal à Svxdx.k, 

aa masse à irtfh.xdx, et 
son moment d'inertie , par 
rapport i l'axe 0, à 

Pour avoir le mooiBal d'i- 
nertie total, il budra pren- 
dre l'intégrale 




^Xfkh 



j^dx. 



"*■ **■ entre les limites « = o et 

r étant le r«yoa i>A de la ttase. O i ^ M n a t sera 



Acinsli^Mal cMiidéroBB u solide de lévsiMion qnei- 

ccaqm, engfwM par la conriM EF ta w ant avtoor dte 

certain axe OX. Ou paoi 

dïTiter c* Tolnme en une 

infinité de peUts cytadns, 

tels que celni qmi a pour 

base le cerele de rayon 

. MR=y et peur banteur 

Pl^^djr. Le momwBt dV 

uertie de ce peUt cylindie 

est égal h i iif}f*ds. Ponr 

"*■ ^ avoir 1« moment dlnertie 

dn s*Hd« tout, H nint prendre l'liHé(raI« 
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depuis la valeur *= 011:=*, , jusqu'à «^OÏ=t=if,. De 
i^e MTteipK le monem dtaenie ebercM cM r«pr«iMté 
par 

;Ttp I y^dx. 

Il ne faut pas perdre de vue que y est une certaine foac- 
lion de x, fournie par l'équation , y=/'(^) * de la courba 
génératrice. 

Si la ligne E F se réduit à une droite, parallèle à l'axe, — 
ce qui est précisëmeni le cas du cylindre droit à base circu- 
laire que nous avons examiné plus haut, — y est une quan- 
tité constante, égale an rayon r de la base, et l'inlégrale de- 
vient simplement 

;7tpr' I (tr=înpr'(x, — ',):= îirpf'A. 

h étant la baolenr H K du cylindre. On retrouve ainsi ISi va- 
leur déjà connue. 

Si la ligne EF est une droite inclinée à la base, ce qui 
fournit un cAne circulaire on nu tronc de cAne , selon que 
cette droite est prolongée jusqu'à la rencontre de l'axe ou 
arrêtée à une certaine (lisunce, l'équation de la ligne géné- 
ratrice se réduit à y='ax, et la valeur du moment dlnertie 
devient : 

t; Ttpar' , pour le cône entier de rayon r; 

,^npapl* — r*) , pour le tronc du cône de rayons R el r. 

Si EF est un demi-cercle, son équation, dans la position 
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actDelle des aie», est y^^irx — jr*. Eu portant celte valeur 
daas l'intégrale, qui doit £tre prise depuis ar=o jusqu'à 
X = ir, on retombe sur la valeur connue du moment d'iner- 
tie de la sphère. 

Nous ne multiplierons pas davantage ces exemples, qui 
montrent surabondamment avec quelle facilité s'obtiennmt 
les moments dlnertîe des solides les plus osuels. 



riN BB LA ir6UNIQUÏ CkHÈtLÀLt. 
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